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RESUME 
Le problème quantique de trois particules, dans le cas où 
une particule est fixe, interagissant par un potentiel coulom-
bien est ramené à un problème variationnel. Un calcul détaillé 
de l"énergie dans l"état fondamental est présenté et les ré-
sultats numériques correspondants sont obtenus pour les atomes 
à deux électrons. Au lieu de considérer le système de coordon-
nées interparticulaires qui satisfont la relation triangulai-
re, ce qui présente un inconvénient pour les limites d"inté-
gration, nous avons choisi un système de coordonnées (x,t,u) 
de manière que les variables x et u soient indépendantes dans 
leurs domaines de variation. Afin de tenir compte de la corré-
lation électron-électron et en s"inspirant des articles de 
Srivastava- et Mu-Shiang--, la fonction d'onde est choisie de 
-telle sorte que la distance r12 entre les deux électrons est 
exprimée explicitement par une fonction logarithmique. Nous 
utilisons deux paramètres variationnels et nos résultats sont 
nettement meilleurs que ceux qui utilisent deux et trois para-
mètres. 
*: M. K. Srivastava, R. K. Bhaduri, and A. K. Dutta, 
Phys. Rev. A ~, 1961 (1976) 
**: Wu. Mu-Shiang, Phys. Rev. A 26, 1762 (1982) 
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INTRODUCTION 
Le problème de trois corps en mécanique quantique, 
consiste à résoudre l'équation de Schrëdinger relative à un 
système quantique composé de trois particules et assujetti 
à un potentiel connu V (dans notre cas, coulombien): 
Ht = Et 
Où H est l'hamiltonien du sytème, t est la fonction d'onde 
correspondante et E est la valeur propre de l'énergie. 
Nous nous sommes proposés d'étudier ce problème dans le 
cas où une des particules est fixe. Les masses, les charges 
des particules et le potentiel d'interaction sont donnés. 
( 1 ) 
Afin de donner la forme la plus simple au problème et le 
rendre analytiquement traitable il faut choisir le système de 
coordonnées le plus commode. Il faut aussi choisir la méthode 
approchée appropriée au problème qui dans notre cas est la 
méthode variationnelle. L'équation (1) peut être résolue de 
manière exacte dans très peu de cas. Dans la plupart des cas 
on utilise des méthodes approchées. Le premier succès en ce 
sens fut réalisé par Hylleraas <l) (1928) pour l'atome d'hélium. 
Cette méthode fut ensuite développée par Hart et Herzberg<E> 
(1957). Pekeris<3>(1958) utilisa le système de coordonnées 
2 
périmètriques, définies par 
Où r1 et re sont les distances respectives des deux électrons 
au noyau et r12 la distance entre eux. Ces coordonnées avaient 
l'avantage, par rapport aux coordonnées interparticulaires et 
elliptiques, utilisées par ses prédécesseurs, d'être indépen-
dantes dans leurs domaines de définition. Pekeris proposa la 
fonction d'onde: 
t = exp{-(u+v+w)}l:,. C., L, (u)L (v)L (w) 
......... ~"'f\. ~ Iwo "'"" 
(2 ) 
Où Ln est le polynôme de Laguerre normalisé d'ordre n. Pour dé-
terminer les C1~n' cet auteur introduisit cette fonction d ' onde 
dans l'équation de Schrodinger, il utilisa les relations entre 
les fonctions successives de Laguerre et leurs dérivées et il 
obtint un nombre de relations de récurrence compliquées entre 
les C1~n. Pour tout nombre donné de termes, les relations de ré-
currence nécessitaient des équations linéaires déterminant les 
C1mn et la solution de ces équations linéaires était équiva-
lente à résoudre un problème variationnel linéaire. Pekeris 
développa une fonction d'onde contenant 1078 termes et trouva 
l'énergie de l'état fondamental de l'atome d'hélium avec une 
précision de 1/109 • Jusqu'à présent ce calcul demeure le plus 
précis. Frost<4>(1964), en se basant sur les calculs de Pekeris, 
3 
a utilisé la fonction d'onde: 
(3 ) 
Où u, v et w sont les coordonnées périmètriques. Au lieu de 
déterminer les C1~~ comme dans le cas de Pekeris, cet auteur a 
calculé directement les éléments matriciels H·. et S · · 
~J ~J 
Où 
avec H et 5 qui satisfont l'équation de Schrodinger 
(H-ES)C = 0 
à l'aide des relations de récurrence qu'il a définies. Ainsi, il 
a pu résoudre l'équation séculaire: 
IH-ESI= 0 
en utilisant des matrices allant jusqu'au 84x84 termes. Il a 
obtenu une bonne convergence. Le système de coordonnées péri-
mètriques a permis à Pekeris et Frost d'obtenir séparément des 
résultats précis. Il fut démontré par Wang (1967)<e> que le 
système de coordonnées périmètriques ne peut exister pour un 
système de plus de trois particules. C'est pourquoi les deux 
méthodes n'ont pu être généralisées aux atomes à plusieurs 
électrons et aux systèmes moléculaires. D'autres approches ont 
été tentées en introduisant les harmoniques sphériques<6> de 
type k. Dans cette dernière méthode, l'équation de Schrëdinger 
pour le système de trois particules est réduite en un nombre 
4 
infini d'équations différentielles d'une seule variable. Cepen-
dant il fut trouvé que la convergence du développement en har-
moniques sphériques de type k est très lente<7>, et un très 
grand nombre d'équations différentielles couplées doivent être 
résolues numériquement pour avoir une bonne précision. 
Récemment, beaucoup de travaux ont été faits(s.9.10> en 
utilisant quelques paramètres variationnels avec des résultats 
intéressants. En s'inspirant de ces travaux, le présent tra-
vail a pour but de trouver une fonction d'onde avec peu de pa-
ramètres représentant le système de trois particules inter-
agissant par un potentiel coulombien dans le cas où une des 
particules est fixe. 
CHAPITRE l 
FORMULATION DU PRO BLE ME 
1.1 CAS GENERAL 
Soit un système de trois particules, chacune définie par sa 
masse m~ et sa charge q~ (fig. 1). Ce système est assujetti à 
deux sortes d"interactions: 1) les interactions électrostati-
ques et 2) les interactions magnétiques. Désignons par G l'opé-
rateur des interactions magnétiques. Cet opérateur dépend des 
spins, des positions et des vitesses des particules ( 11 . p~0 1 ) 
Soit V l"opérateur des interactions électrostatiques: 
V = + 
-. -1 Ir1-r3 
+ 
Dans une approximation où les faibles interactions de 
( 1.1> 
( 1 .2) 
spin-orbite sont négligées, les variables décrivant le mou-
vement spatial et celles caractérisant le spin peuvent être 
séparées. En désignant les spins par leurs projections 
suivant oz, la fonction d"onde totale du système s"écrit: 
( 1 .3) 
x 
Figu~e 1: Système de t~ois pa~ticules, chacune définie 
pa~ sa masse et sa cha~ge. 
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o~ S(~2 ' ~L ' ~~ ) désigne la partie de la fonction d'onde 
dépendant du spin. L'évolution dans le temps d'un tel système 
est régie par l'équation de Schrodinger: 
. '" ait' 1n- + G ( 1 .4) 
lt 
Si on ne tient compte que des interactions électrostatiques 
(les interactions magnétiques peuvent être traitées comme 
perturbations), l'équation de Schrodinger devient: 
( 1 .5) 
caractérise l'état dynamique du système à un instant donné. 
Elle est reliée à la probabilité dP pour que les trois parti-
cules soient trouvées à l'instant t, dans les éléments de vo-
lumes: 
par: dP = C \ 'I.( G ( 1 .6) 
Où C est une constante de normalisation. Cette dernière est 
introduite afin que la probabilité de trouver le système dans 
tout l'espace soit égale à 1.(1e. pe~) 
( 1. 7) 
Comme le potentiel considéré ne dépend pas du temps et 
dépend seulement des distances interparticulaires, on peut 
chercher des solutions stationnaires de l'~quation (1.5). 
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Nous les chercherons sous la forme: 
( 1 .8) 
En portant (1.8> dans (1.5), il vient: 
3 
l dg(t) [h' L 6· t<r ... ..., iht (~ - - ' r2. ' r,3 ''2 ''d = g(t)-- L 1 dt 2 ~ ~ , m· ~ 
-+Y<r.2.. -
~ 
,r;~ , rl. i )g(t>t<r1 ' r2, ''3 ( 1 .9) 
En d i visant les deux membres de <1.9) par -- - ~ g<t)t<r; 'li '13 ): 
1 dg<t) 1 [-~. 6~t<r; - .r, ) 1 ' r2, 
= 
g<t) - ... ,t;) 2 dt t<r:, , r~ m· 1. 
+ Y<r;2. ''i?l ' "i ~ ) (1.10) 
Le premier membre de l"équation ci-dessus dépend de t, tandis 
que le deuxième membre dépend des variables de position (~ , 
~ ,~ ). Cela n"est possible que si tous les deux sont égaux à 
une constante que nous appelerons E. 
Donc: 
= E (1.11> 
g<t) dt 
v}t = Et < 1. 12) 
L"équation <1.11) est simple à intégrer: 
8 
g<t> = A exp(-iEt/h) (1.13) 
et ~ - ~ t(rl.,r2,r3 ) doit vérifier: 
[-t. t 6i + + = Et 2 1,,:1 mi (1.14) 
L'équation <1.14) est une équation aux valeurs propres. 
Elle n'admet de solutions que lorsque E prend des valeurs 
particulières dites valeurs propres de H. L'ensemble des 
valeurs de E constitue le spectre de l'énergie. Le problème 
revient donc à résoudre l'équation aux valeurs propres: 
Ht = Et (1.15) 
t est le vecteur propre de H correspondant à la valeur 
propre E. H est l'hamiltonien du système: 
H = T + V ( 1.16) 
T est l'opérateur de l'énergie cinétique du système: 
T = (1.17) 
l:::h est l'opérateur laplacien relatif à la particule i: 
C:::a t 
J~ ~l.. 
( 1. 18) = + + ~x!: 1/; ~z: 
et V est l'opérateur de l'énergie potentielle du système, 
défini par l'équation (1.2). 
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r~ est le vecteur de position de la particule i etlr~ - r~ l est 
la distance entre la particule i et la particule j 
1.2 CAS PARTICULIER TRAITE 
Nous considérerons le cas des atomes à deux électrons (fig. 
2) et nous déterminerons la fonction d'onde et l'énergie Eo 
dans l'état fondamental. Nous calculerons aussi d'autres para-
mètres qui permettent de comprendre le comportement des 
atomes à deux électrons. La contribution du spin ne sera pas 
prise en considération. On suppose que le noyau est fixe avec 
une masse infinie. Cette approximation est justifiée par le 
fait que la masse du proton est environ 2000 fois celle de 
l'électron. Le système d'unités considerées est le système 
d'unités atomiques (~ = e = m = 1). L'expression de l'opéra-
teur hamiltonien devient: 
z z 1 
H = + (1.19) 
2 2 
Où Z est la charge nucléaire et r~ est la distance de l'élec-
tron i au noyau. 
L'équation (1.14) est difficile à résoudre car les varia-
bles ne se séparent pas. Aucune solution analytique n'a encore 
été trouvée. La difficulté est due à la présence de la variable 




E.L gUl"".Ê_ ~: Atome à deu:: électrons. Le noyau est pri 5 comme 
centre du référentiel. 
11 
-40 
Désignons par L l"opérateur du moment cinétique orbital, 
-'P .... ~ 
L = L1 + Le, et par L~ sa projection suivant oz. 
L~ est l"opérateur du moment cinétique de l"électron i. 
( 1 .20) 
Où l est la valeur propre de Lz correspondant à la fonction 
propre 1<13. p174). Pour l"état fondamental (1 = 0), l"appli-
cation de Lz sur une fonction d"onde donne zéro, ce qui impli-
que que la fonct ion d" onde ne dépend pas de ~ et 4'1. séparément 
mais de (~ -4'2.), Elle dépend de l"angle entre r1 et re 
mais pas de l"orientation de chaque angle <fig. 3). En appli-
quant le même raisonnement pour les autres directions on con-
clut que la fonction d"onde d"un atome à deux électrons dans 
l"état fondamental dépend de la position relative des deux 
électrons mais ne dépend pas de l"orietation du système entier: 
(1.21> 
En vertu du principe de Pauli la fonction d"onde <1.3) doit 
être antisymétrique par rapport à toute permutation des élec-
trons. Lorsque l"atome est dans l"état fondamental les compo-
santes de spin des deux électrons sur un axe oz sont opposées 
<principe d"exclusion de Pauli), la valeur propre de 52, 5 
désignant le spin total, est nulle et par conséquent celle 
de 5% l"est également. Or à 5 = 0 lui correspond la fonction 





Figure 3: Atome A deux électrons représenté dans le système 
de coordonnées r, 8 et l' 
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que (1.3> soit antisymétrique, la partie de la fonction d"onde 
dépendant des variables de position doit être symétrique: 
(1.22) 
1.3 CHOIX DU SYSTEME DE COORDONNEES 
Notons l"importance du choix du système de coordonnées. Il 
est directement lié au choix de la fonction d"onde et à la na-
ture des intégrales à évaluer. Tenant compte de (1.21>, il est 
utile de passer du système de coordonnées cartésiennes au 
système de coordonnées interparticulaires:(r1,r2,r12> 
L"expression de l"hamiltonien devient:(4) 




- [_r_1._1_2_:_1_:_~:_:_-_r_~_L r~: r e - [r_!_+-2-:-:-:-1-:-r_:--l ~ r :: r e 
z z 1 
+ (1.23) 
Les coordonnées r1' re et r1e sont reliées par la relation 
triangulaire: 
(1.24) 
D"où le domaine de définitions: 
ri - r2, ~ 'il. ~ r; + Yi 
0 ~ r l ~ r1 < 00 si r; ~ li (1.25) 
0 ~ r 1 < 00 
et 
r
1 - r1 
< rll. ~ r; + r<.. 
0 ~ r ~ r si r:, ~ r~ ( 1 .26) 
O~ r < CIl 
L"élément de volume d"un tet ~ys~ème ~st donné par:<1~. p1737> 
dT = 8W2~1 ~ S dr,~ d~ d~ (1.27) 
Cependant si on considère le système de coordonnées: 
x = r1 + r~ - ljt 
t = r.., rt ( 1 .28) 
u = r,.2.. 
dont le domaine de définition s"obtient de la relation (1.24) 
on voit que l"inégalité (1.24) est équivalente à: 
Ir\ - r.l. \ - ~~ ~ 0 ~ r; + r<. - r;~ ( 1.29) 
soit 
\ r,\ - r~1 ~ r;l. 
0 ~ r; + rot. ':1. < 00 ( 1 .30) 
0 ~ ri 2. < CIl 
Ce système présente l"avantage par rapport au système de coor-
données interparticulaires du fait que les domaines de défi-
15 
16 
nition de x et u sont indépendants l'un de l'autre. 
o ~ x <CIO , et -u ~ t ~ u (1.31> 
L'élément de volume dT/s'obtient de dT par la relation: 
(1.32) 
Où J est le jacobien de la transformation: 
Gr1 1r1 ~ r1 
'dx ~t ~u 
~ re ~re ~re 
J-1 = ( 1 .33) 
1x ~t 'du 
~ r1e ~r1e 'd r 1e 
1x 1 t âu 
En portant ( 1 .33) dans ( 1 .32) , il vient: 
u(x • u • t)(x • u - t) 1 
dT'= 8w 2 ---dxdtdu 
222 
Soit 
dT'= w2[(x • u)2 - t 2Judxdtdu ( 1 .34) 
CHAPITRE II 
METHODE DE CALCUL 
Nous exposons dans ce chapitre le principe de la méthode 
variationnelle. Nous montrons que la résolution de l"équation 
de Schrëdinger est équivalente à un calcul d"extremum, et que 
ce principe s"applique à la détermination de l"énergie du 
niveau fondamental et des états excités. 
II.1 EQUIVALENCE ENTRE L"EQUATION DE SCHRODINGER ET LE PRIN-
CIPE VARIATIONNEL 
Montrons que la résolution de l"équation de Schrëdinger: 
Ht = Et < 2.1 ) 
est équivalente à la recherche des extrema de la quantité 
1 = 
<tIHlt> = ~t-HtdT 
<tlt> Jt-tdT 
<2.2) 
Considérons une variation arbitraire ët de t. 
Donc, l"équation (2.3) s"écrit: 
<tlt> <ëtIHI~> + <tIHlët> - <tIHlt>[<ëtlt> + <tlët>I 
ëI= = 0 
<tlt>2 <2.3) 
Donc, l"équation (2.3) est équivalente à: 
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<ô~IHI~> + <~IHrô~> _ <~\HI~>[<Ô~I~> + <~IÔ~>]~ = 0 
<~I~> <~I~> <~I~> 
(2.4) 
Utilisant (2.2), il vient: 
<ô~IHI~> + <~IHlô~> - I~ô~li> + <~Iôi>]= 0 (2.5) 
(2.5) peut aussi s"écrire: 
<ô~IH-II~> + <ilH-Ilôi> = 0 (2.6) 
La variation ô~ étant arbitraire, on peut la remplacer par iô~. 
(2.6) devient: 
-i<ôi!H-I\i> + i<iIH-I\ô~> = 0 
(2.6) + i(2.7) donne: 
2<ôilH-I\~> = 0 
et (2.6) - i(2.7) donne: 
2<iJ H-I \ ôi> = 0 
(2.8) et (2.9) sont équivalentes à: 
<ôilH-I\~> = 0 
<ilH-I\ô~> = 0 








Ainsi les relations (2.10) et (2.11) sont équivalentes, on peut 
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garder simplement la première. 
Donc, l"équation (2.3) s'écrit: 
<ôl~H-1II> = JÔI-<H-1)ldT = 0 <2.13) 
Pour que ô1 soit zéro quel que soit ôl il faut et il suffit 
que: 
<H-1)1 = 0 (2.14) 
La solution de l'équation de Schrodinger est donc équiva-
lente à la recherche des extrema de 1. 
II.2 ETAT FONDAMENTAL 
Soit à résoudre l"équation aux valeurs propres: 
HI = El (2.15) 
Où H est l"opérateur hamiltonien ne dépendant pas du temps qui 
décrit le système physique considéré, 1 une fonction propre à 
laquelle on associe Il>, un vecteur normalisable de l'espace de 
Hilbert correspondant à la valeur propre E de l"énergie. 
En général, l"équation (2.15) est difficile à résoudre et 
il y a très peu de cas où elle peut être résolue exactement. 
Dans la majorité des cas on a recours à des méthodes approxi-
matives(1ô>. Alors, la méthode variationnelle est principale-
ment utilisée pour trouver une borne supérieure à l"énergie 
du niveau fondamental. Parmi toutes les fonctions d"onde 
susceptibles de représenter le système physique d'hamiltonien 
H, on considère les fonctions 1(~1,~e, ..... ,~p) normalisables 
dépendant d'un certain nombre de paramètres indépendants et 
ajustables. Soient lun > les états normalisés de H et corres-
pondant aux valeurs propres En. Puisque les IUn> forment un 
système comp let de vecteurs, Il> peut être écr i t comme une 
combinaison linéaire des étatsjun >. 
(2.16) 
Où en est tel que le~2 est la pr.obabilité de trouver le système 
dans l' état LUn>. 
La valeur moyenne, <H>., de H dans l'étatll> est: 
<H>. 





L"indice • dans <H>. indique que la forme de la fonction <H>. 
varie avec les différents 1 possibles. 






t:e~e~ <Ui 1 u~ > 
, 'ci 
Leslun > étant les vecteurs propres de H, on a: 






La condition d"orthonormalité donne 





Donc, (2.18) s"écrit: 
<H>m = = (2.21) 
En appelant Eo le niveau fondamental, on a: 
Eo ~ Er> (2.22) 
Où n = 0, 1 ,2, .•• 
Donc, en remplaÇant dans (2.21) E~ par Eo et tenant compte de 
(2.22), il vient: 
(2.23) 
En simplifiant l"expression du premier membre de l"équation 
(2.23>, il vient: 
E~IC ~12 E ~ 
Eo ~ (2.24) 
E. IC _1 2 
~ " 
En comparant (2.24) et (2.21), il vient: 
Eo ~ <H>. (2.25) 
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Donc pour chaque 1(~~'~2' .... '~p) et pour toute valeur de 
~1'~2' ... '~p la valeur moyenne <H >. dans l'état t> est une 
borne supérieure de l'énergie de l"état fondamental Eo . En 
particulier si les ~ 1 '~2' .... '~p sont choisis de façon à ren-











Eo ~ <H>.min ~ <H>. (2.27) 
Où <H>.min = (2.28) 
~ 0 0 
~~'~ 2 ' ... '~p sont les valeurs particulières de ~1'~2' ... '~p 
qui rendent (H>. minimale, pour une fonction d"onde donnée. La 
valeur <H>. sera d"autant plus près du niveau fondamental Eo 
qu"on aura choisi pour l, une fonction plus voisine de l"état 
propre 10 correspondant à la valeur propre Eo . 
II.3 ETATS EXCITES 
Les énergies des états excités peuvent être calculées 
pourvu que la fonction d"onde 1 choisie soit orthogonale 
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aux fonctions propres des énergies plus basses. Désignons par 
Eo ,E 1 ,E2 , ••• ,E ..... les valeurs propres ordonnées correspondant 
aux vecteurs propres luo> ,IU1 > '~2>' ••. ,Iun> , orthonormaux de H, 
c'est-à-dire, posons 
(2.29) 
Où Eo est l'énergie du niveau fondamental. 
Puisque les ~ ..... > forment un système complet dans l'espace de 
Hilbert, t peut être exprimée comme une combinaison linéaire 
des lu ..... >: 
(2.30) 
et (2.31) 
Si on désigne l'état excité par j , It> sera orthogonale à tous 
les lu ..... > pour n = 1,2, •.•• j-1, c'est-à-dire: 
a,., = 0 pour n = 1,2, •• j-1 (2.32) 
avec a,., = <u ..... lt> = jU:tdT (2.33) 
olt 
<tlu,.,> Jt-U,.,dT et a,., = = (2.34) 
Si on ne connait pas les formes exactes des fonctions d'onde 
des niveaux plus bas, on prend des solutions approchées 
(calculées par la methode variationnelle, par exemple). 
Montrons que la valeur moyenne <H>., de l'hamiltonien dans 
l'état t constitue une borne supérieure à l'énergie de l'état 
excité considéré. 
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Pour des raisons de simplicité on suppose ~ normée. Alors la 
valeur moyenne <H>. s"écrit: 
(2.35) 
Considérons le terme <~IHI~> - E j : 
(2.36) 
En substituant (2.30) et (2.31) dans (2.36), il vient: 
(2.37) 
Leslu~> étant des vecteurs propres de H, 
H lu~> = E~tu~> (2.38) 
En portant <2.38) dans <2.37), il vient: 
(2.39) 
Leslu~> sont orthonormaux: 
(2.40) 
avec l1 si n=n' O~.~I = 0 si n=l=n' 
alors, (2.39) devient: 
(2.41) 
j-I 
= L 1a~12 (En - E j) +) , ra~12 < E~ - E j ) 
"~J 
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or d"après (2.32), an = 0 pour n = 1,2, ••• ,j-1 
donc, (2.41) devient: 
(2.42) 
d"après (2.29), il vient: 
<11H11> - E~ ~ 0 
Soit <11H11> ~ E~ (2.43) 
La condition supplémentaire pour le choix de la fonction 
d"onde des états excités rend l"application d"une telle métho-
de aux états excités assez difficile à moins que les fonctions 
d"onde approchées pour les états de basses énergies ne con-
tiennent pas beaucoup de termes et fournissent des résultats 
précis. Car la condition sur les fonctions d"onde des états 
excités est qu"elles soient orthogonales aux fonctions d"onde 
des états de basses énergies. Donc plus les fonctions d"onde 
des états de basses énergies sont simples plus on a des faci-
lités pour construire des fonctions orthogonales à celles-ci. 
A cela il faut ajouter d"autres paramètres physiques dont il 
faut tenir compte, tel que la corrélation entre électrons et 
l"effet d"écran causé par le fait que les électrons sont plus 
ou moins proches du noyau. En somme, les calculs seraient plus 
compliqués(16) que dans le cas que nous traitons. D"ailleurs, 
ce problème est en dehors de notre travail. 
CHAPITRE III 
CALCUL VARIATIONNEL 
111. 1 ÇHOIX DE LB FONCTION D'ONDE 
Pour le choix de la fonction d"onde, on se guide par l'in-
tuition physique ou bien on utilise les indications fournies 
par d'autres approches<e.9.10). 
Les nombreux auteurs<a.9.10)qui ont considéré le problème 
de l'état fondamental des atomes à deux électrons ont conS~ 
.. 
truit des fonctions d'ondes à partir du modèle <17. p24) 
( 3. 1 ) 
Dans ce modèle, on suppose que les électrons se déplacent indé-
pendamment l'un de l'autre dans le champ du noyau. a est un 
paramètre variationnel, r1 et r2 sont les distances respec-
tives des deux électrons au noyau et a o = h 2 /me 2 est le rayon 
de Bohr. La contribution du spin n'est pas considérée ici. Le 
paramètre a est interprété comme étant une charge effective 
vue par chaque électron en présence de l"autre. a doit être 
inférieur à la charge réelle Z, car chaque électron en pré-
sence de l"autre est empêché de voir la charge complète du 
noyau. Puisque l'interaction coulombienne joue un rôle impor-
tant dans le comportement des atomes à deux électrons, la 
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fonction d'onde doit dépendre de la distance r12 entre les 
deux électrons et le choix de cette dépendance doit être judi-
cieux. Si on désigne par f(r12) la partie de la fonction d'on-
de dépendant de r12' alors f(r12) doit croître avec r12 car 
lorsque les deux électrons s'éloignent l'un de l'autre, le 
plus proche du noyau constitue un effet d'écran par rapport au 
second. En introduisant la dépendance en r12' nous tenons 
compte explicitement de la répulsion électron-électron. 
On s'est inspiré des travaux de Srivastava<1B> et 
Mu-Shiang(19) pour le choix de f(r12). Le premier auteur a 
proposé que f(r12) soit proportionnelle à exp(r12) et le se-
cond à proposé que cette fonction soit proportionnelle à r12. 
Le résultat du second est meilleur que celui du premier car 
r12 croît moins vite que exp(r12) et la fonction d'onde origi-
nale ne se trouve pas trop modifiée pour un r12 assez grand. 
Dans notre modèle on choisit: 
(3.2) 
Cette fonction a pratiquement le même comportement que les 
deux fonctions précédentes pour r 12 faible mais croît beaucoup 
moins vite pour r12 assez grand et par conséquent elle repré-
sente mieux le fait que lorsque les deux électrons sont éloi-
gnés, ils interagissent faiblement. La figure 4 illustre ces 
relations. 
e est la base du logarithme népérien (e = 2.71828 .. ); il 
est introduit afin que: 
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c'est-à-dire qu'il n'y aura pas de corrélation. 
Finalement on utilise la fonction d'onde suivante: 
(3.4) 
Où s et c sont deux paramètres variables qu'il faut déterminer 
et l'exposant 2 de (r1-re) est introduit pour raison de symé-
trie car ~ doit être symétrique en r1 et re dans le cas de 
l'état fondamental (chap. l, p12). Le paramètre s indique 
l'effet d'écran que cause l'électron proche du noyau à celui 
qui est loin. Le paramètre c conditionne la dépendance de la 
fonction d'onde de la variable (r1-re). On devrait s'attendre 
à une valeur faible de c car la fonction d'onde dépend plus 
On voit que pour r1e = 0, et r1 = re: 
~\= exp{-s(r1+re)} 
r1e = ° 
On retrouve la fonction d'onde sans corrélation (3.1). 
et lim ~ = ° 
(r 1 + re) -'r CI) 
Car 
(r1 + re) ~CI) 
(3.5) 









(i) fCr1.2) = e)(p(s.u) (2) f(r~2) = 1 + c.u 
(3) f(r~2) = Lh(U + e) 
1 .60 3.20 4.80 6 . 40 8.00 9.68 
r 12 en unités atomiques 







et d'après la relation triangulaire: 
Donc, r1+re constitue une borne supérieure à \r1-rel et à r1e. 
111.2 DETERMINATION DE L'ENERGIE DU NIVEAU FONDAMENTAL 
Nous avons montré (chap. II) que la résolution de l'équa-
tion aux valeurs propres: 
Ht = Et 
revient à minimiser l'expression: 
1 = ~t-HtdT 
)t-tdT 
Dàns notre cas, t étant réelle, (3.7) s'écrit: 
Où H est l'hamiltonien du système: 
H = + V 
2 2 
En portant (3.9) dans (3.8), il vient: 
1 = 
-~Jt~1tdT -~~t~etdT + JtVtdT 
JtZdT 








écrite en utilisant le théorème de Green(14. p147) 
(3.11) 
Où i est relatif à l"électron i, ainsi, l"expression (3.10) 
devient: 
1 = ~J ..:::..t"4_F_\l_1 t-:;)r-2_+_(_\l_e_t_)2_J_+_tV_I-::}~d_T 
~12dT 
Utilisant le système de coordonnées <x,t,u): 





Pour l"intégration sur t on s"est limité seulement aux valeurs 
positives de t et nous avons multiplié l"élément de volume par 
2, car la fonction d"onde et l"hamiltonien sont symétriques en 
t et la contribution à l"intégrale de -t et de +t est la même. 
Pour pouvoir exprimer explicitement <\711)2 + (\7el)2 en 
fonction de x, t et u, nous l"exprimons d"abord en fonction de 
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~ 
21 dl ·r 1 31 ~ r 1E! 
-+-
~X1 'Îr1 X1 ~r12 'âX1 
~I 'al r1 21 ~r1e 
\711 = = -+- (3.16) 
~Y1 (}r1 Y1 ~r12 9Y1 
~I 41 r1 ~t ar12 
-+-
~Z1 ~r 1 Z1 ~r1e ~ Z1 
( ::) Ce X1 ~ -r1 = ; r1e = Ye Y1 
Ze Z1 
(3.17) 
r1 = Jx~ -+- 2 ~ y1 -+- Z1 (3.18) 
r1e = J(xe - X1)2 -+- (Ye - Y1)2 -+- (Ze - Z 1) 2 (3.19) 
at X1 1t (Xe - X1) 
~r1 r1 1r12 r1e 
~~ Y1 'JI (Y2 - Y1) 
\71t = (3.20) 
~r1 r1 ~r12 r12 
~I Z1 ~t (Z2 - Z1) 
'4r1 r1 'Jr1e r1e 
" 
~t 1\ ~I 
\711 = r1- r1e (3.21 ) 
~r1 1r12 
1\ A Où r1 et r12 sont des vecteurs unitaires de directions res-
. t ~ -+ pectives SUlvan r1 et re. 
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X1 Xi2 - X1 
r1 r1i2 
f\ y1 yi2 - y1 /'\ 
r1 = ; r12 = (3.22) 
r1 r1e 
Z1 Ze - Z1 
r1 r1e 
De (3.21) on obtient: 
" t'- ~I dl 
2r1r1e-- (3.23) 
'Jr1 ar12 
1 [ z~) ] L ~ = X1Xe + Y1Yi2 + Z1Ze - (x 1 + y1 + 
r1r1i2 
(3.24) 
Utilisant les relations: 
1 [(xe 
- x~ ] a. X1X2 = - x1)2 - X1 
2 
1 [(Ye 2 Y~ ] y1ye = - Y1)2 - y1 (3.25) 
2 




1 } z :. ~ l. t. 1. ~(X2 + Ye + Ze) - (X1 + y1 +Z1) + 
2 
(3.26) 
en utilisant (3.18) et (3.19), <3.26) devient: 
(3.27) 
2r1r1e 
En portant (3.27) dans (3.23), il vient: 
<3.28) 
De la même manière on calcule: 
= (?I \ 2 (al )2 
are) + 'Jr1e + 
(3.29) 
(3.28 ) + (3.29 ) donne: 
J ~ ~ 
r1 + r1e -re 
2. l. . l 
re +r1e -r1 
+ + (3.30) 
De (3.30) nous pouvons exprimer <\711)2+<\721)2 dans le 
système de coordonnées <x,t,u): 
11 11 'Ix "II 'Jt 'JI 'du 
= + + 
~r1 ~x 'Jr 1 ~t 1r1 'du ~r1 
'.}I ~I 
= + (3.31) 
~x at 
= 




~t ~t 4x Ît ~t at ~u 
= ... ... 
âr1e dX 1r12 ~t gr12 ~u qr12 
1t jt 
= ... 
'd x ~u 
En remplaçant r1' r2 et r12 en fonction de x, t et u on 
trouve: 
l 1.. :L 
r1 ... r12 - r2 fx + u)t ... u2 ] 
= 
r1 r 1e u(x ... u ... t) 
re ... r12 - r1 2[-<x + u)t + u.· 
= 
r1r12 u(x ... u - t) 
Ainsi, ( 3.30) devient: 
... 2(-(X ... 
u(x 
... u21 (~ 














+ 2 [(X+U)t+u21[~ ~ - ('l' r + ~ ~ 
u (X+U+t)] '4x 'lu 'lx ~t ~u ~1 ~x _ 
+2 [-(X+U)t+U1,' ., _(ÎI î 2_ ~I 
u (x+u-t) J dX '4u ~x -; 1t + 
=(!: j 'r -2 (x + u)t + u 2 -(x + u)t + u 2 1 - 2 u(x + u + t) u(x + U - t) 
'}I !+- (x + u)t + u 2 -(x + u)t + U,] 2 - 2 ~u '4 x u(x + u + t) u(x + u - t) 
~~2 (x + u)t + u 2 -(x + u) t + u' } + - 2 
Jt ~u . u(x + u + t) u(x + U - t) 
~I ~, t (x + u)t + u 2 -(x + u)t + u' 1 
-2 - 2 
~t ~x u(x + u +t) u(x + u -t) 
(~lj2 (~lj2 + 2 -- + 2 --~t ~u (3.35) 
Les expressions: 
(x + u)t + u 2 -(x + u)t + u 2 
4 - 2 - 2 
u(x + u + t) u(x + u -t) 
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(x + u)t + U 2 -(x + U}t + U2 
et 2 - 2 
u(x + u +t) u(x + U -t) 
se réduisent respectivement à: 
4x Lu (x + u) + t 2 J 
u ~ (x + U) 2 - t 2J 
(3.36) 
4tx(x + 2u) 
et 
u ( x + U) 2 - t 2J 
En portant (3.36) dans (3.35), il vient: 
( \11 t ) 2 + (\/2t) 2 = 4 x [ U (x +u) + t 2] ~(~ t , 2 _ ? t ~ t ] 
u l (x + U) 2 - t 2] II ~ . ~ J U 
+ 2[~::r+G:j'~ 
4tx(x + 2u) ~ ~t ~t ~] + UL(X + U)2 - t3~t ~u ~t ~x 
Finalement: 
+ 2tx(x + 2U)~(~ _ ~t\] ~t lU ~x7 (3.37) 
D'après (3.9), la valeur moyenne de l'hamiltonien s'écrit: 
(3.38) 
avec T = (3.39) 
2 2 
z z 1 
Ve = et (3.40) 
re 
Utilisant (3.11) et (3.37), l'e~pression de <T> s'écrit: 
<T> = --1--I~ul~xJ~t{2xIU(X + u) + t~ ~(~ _ ?I ) 
N 0 0 0 dX 'Jx 'lu! 
+ u[<x + u)2 _ t~[(::j'+(8 '] 
iH' al ~'~1 + 2tx(x + 2u) --- - ---at ~u ÔX (3.41) 
(3.42) 
En remplaÇant 1 par l'expression (3.4) qui en système de coor-
données (Xit,u) s'écrit: 
I(x,t,u) = {ln(u + e} + ct 2 }exp{-s(x + u)} 
=[sln(U + e} + 





l::) \ (:: J ' [ 1 eJ' = -sln(u + e) + + s2c 2t 4 U + 
+C' .2SC( -sln(u + 1 ~t" e) + exp{-2s(x+u)} u + 
_ (P2 + s 2c 2t 4 + Pa t 2 )exp{-2s(x + u)} (3.45) 
~i (Ji _ ~i J _ 
---- ---
4t 3u ~x 
2ct 
exp{-2s('x + u)} (3.46) 
u + e 
En portant (3.44), (3.45) et (3.46) dans (3.41), il vient: 
4c } + t2(x 2 + 2ux) exp{-2s(x + u)} 
u + e 
(3.47) 
Les intégrales sur t sont de la forme: 
(3.48) 
n + 1 
et sur x sont de la forme: 
Ene XP (-2SX'dX = (3.49) 
(2S).,-+-1 
En intégrant par rapport à t et x, (3.47) s"écrit: 
u 3 
+ 






+ 4c(_1 + 
4s3 
2S2 
u 2 ~)t2U + 2s 2S2 
u? 









2S13(U + e) 
En rempla9ant t par (3.43), (3.42) s"écrit: 
3 
+ u9 P3-;-
En intégrant par rapport à t et x, (3.51) devient: 
(3.50) 
(3.51) 
=E+( 4:S + u 2 U * u~ US 0 N + ____ uln~u+e) + c 2 ___ + 2c---ln(u+e) 2s 2S2 5 3 
U ( US u? 2c ~~ln(u+:y]eXP(-2SU) ___ ---1 n 2(u +e ) + c 2 ___ + (3.52) 
2s 3 7 
L"expression de l"énergie potentielle du système est: 
z Z 1 
v = + (3.53) 











V et ~ étant symétriques en r1 et re, (3.54) s'écrit: 
Z 1 












exp{-2s(x • u)} 
2 ct~ exp{-2s(x.u)} 
(3.57) 






= ~\~u 2ZU(----1 
N 0 4s 2 
exp(-2su) 
= ~t(1/r12)tdT 
J t 2 dT 
• ~Vuln1(u.e) • 
2sA 
u:5 








= _1 \~uI~x\~t[(x+U)2-t~[ln(u.e) • ct{ exp{-2s(x.u») 
N 0 0 0 
(3.60) 
En intégrant par rapport à t et x, (3.60) s"écrit: 
+ ~ + u \(uln2(u+e) 
2s "W]\ 
u::5 
+ c 2 __ 
u3 j 1 (u 3 +2c--ln(u+e) - -- ---ln 2 u+e) + 
3 2s 3 
exp(-2su) 
N est defini par (3.51). 
u 7 




Pour évaluer la dimension des atomes considérés, , nous cal-
culons la distance moyenne séparant chaque électron du noyau. 
D'autre part, pour comprendre l'effet de la répulsion électro-
nique nous calculons la distance moyenne séparant les deux 
électrons que nous comparons avec celle trouvée à partir du 
modèle sans corrélation (3.1). 
(3.62) 
Dans le système de coordonnées (x,t,u), (3.62) s"écrit: 
exp{-2s(x+u)} (3.63) 
En intégrant par rapport à t et x, (3.63) devient: 
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= --ll~u~lu(~ + 
N 0 2 L \ 8s4 







ln 2(u+e) + 2;J 3 
u:5 
c 2 __ 
5 
u"7 
- U --- + --- ---ln~u+e) ( 
1 u ~(U3 + c 2 __ _ 
4s 2 2s 3 7 
(3.64) 
(3.65) 
Dans le système de coordonnées (x,t,u), (3.65) s'écrit: 
<r'2> = ~ \~u \~x Et u' [( x+u )2-t 'J(l n (u+e) + ct J exp(-2s (x+u)} 
(3.66) 
En intégrant par rapport à t et x, (3.66) devient: 
+ 2c u3ln(u+e~ _ ~( u3ln~u+e) + 
3 J 2S\ 3 
(3.67) 
La fonction d'onde sans corrélation (3.1), en système de 
coordonnées (x,t,u) et en unités atomiques s'écrit: 
(3.68) 
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<r1) = 26I~ur~xr~t __ 1(x+u+t)u[(x+U)2-t2JeXP{-2~(X+U)} (3.69) 
0( 0 ~o 0 2 
(3.70) 
Les intégrales par rapport à x et u sont de la forme (3.49) et 
par rapport à t sont de la forme (3.48) • Un calcul simple mène 
à: 
26 35 
<r1> = et <r12> = (3.71) 
160( 160( 
Les paramètres obtenus à partir du modèle (3.4) sont évalués 
numériquement. Le passage du calcul analytique au calcul numé-
rique est expliqué dans le chapitre IV. 
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CHAPITRE IV 
PASSAGE DU CALCUL ANALYTIQUE 
AU CALCUL NUMERIQUE 
Dans le programme que nous avons utilisé, il s"agit de dé-
terminer les valeurs des paramètres s et c introduits dans 
(3.4), pour lesquels la valeur moyenne de l"hamiltonien, <H>, 
définie par (3.10) est minimale. La minimisation se fait par 
le sous-programme ZXMIN. Pour évaluer les intégrales contenues 
dans l"expression de <H>, ZXMIN utilise le sous-programme 
DCADRE. Ces deux sous-programmes sont tirés de la programma-
thèque IMSL (INTERNATIONAL MATHEMATICAL AND STATICAL LIBRARIES. 
INC). Pour plus de détails sur ces sous-programmes, voir les 
références 20 et 21. Le calcul est fait pour les atomes H- , 
Le sous programme ZXMIN étant l"élément principal de notre 
programme, nous donnons ci-dessous le principe de calcul qu"il 
utilise. 
IV.1 PRINCIPE DE CALCUL UTILISE PAR LE SOUS-PROGRAMME ZXMIN : 
La détermination du minimum de l"hamiltonien est basée sur 
la méthode de plus grande pente, c"est-à-dire à partir d"un 
point de la surface, on se déplace dans le sens du gradient de 
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cette fonction. 
Pour expliquer comment se fait la recherche du minimum, 
considérons une fonction: 
(4. 1 ) 
Nous pouvons en un point faire le développeme~ en série de 
Taylor et écrire: 
F (X· +- 6. X·) = F ( X ) 
1. ~ 
(4.2) 
Nous négligeons les termes du développement de Taylor supé-
rieurs au deuxième ordre. L'extrémum de la fonction définie 
par le développement (4.2) est localisé en un point de coor-
données X. +- 6.X· tel que: 
~ 1.. 
(4.3) 
Où i = 1,2,3,4, ...................... ,m 
Il nous suffit de résoudre (4.3) pour déterminer les ~X~ . 
La méthode de solution est une méthode itérative. A partir de 
l'itération j, connaissant les X , et après avoir déterminé 








Dans chaque itération, il faut déterminer la valeur a~de 
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. ~ 
telle sorte que X~ soit un extrémum de la fonction considérée 
" 





Après avoir déterminé ~ qui rend dans la direction défi-
nie par (4.4) la fonction optimum, nous aurons la relation: 
j.1 
X = X~ (4.7) 
l " 
Nous continuerons ainsi jusqu'à ce que la distance séparant 
deux itérations successives soit compatible avec la précision 
demandée. 
IV.2 PROCEDE DES CALCULS NUMERIQUES: 
Nous fixons d'abord tous les paramètres que nous utilisons. 
Z: valeur de la charge Z du noyau, ZZ(I) est donné dans le 
DATA ZZ. 
X(l): estimation initiale du paramètre s, à partir de laquelle 
nous désirons commencer l'itération, XI(I) est donné dans le 
DATA Xl. Pour chaque atome on doit choisir une valeur initiale 
proche de la charge Z du noyau car s est interprété comme un 
paramètre qui indique l'effet d'écran (chap. III, p29). 
X(2): estimation initiale du paramètre c. On doit choisir une 
valeur proche de zéro (chap. III, p29). 
NSIG: la précision avec laquelle on désire déterminer s et c. 
MAXFN: le nombre maximum d'itérations demandé. Il faut donner 
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pour MAXFN une valeur assez élevée afin que le calcul ne s'ar-
rête pas avant d'approcher le minimum de la fonction considé-
rée. 
IOPT: paramètre concernant l'initialisation de-----, 
~S4C 
~ 
IOPT = 2 
veut dire que ____ , va être initialisée à une matrice diagonale. 
}s1c 
A et BB(I): borne inférieure et supérieure d'intégration, BB(I) 
est donné dans le data BB. 
RERR: erreur relative désirée pour l'évaluation des intégrales. 
ARREI, AERRJ, AERRK, AERRL, AERRM et AERRN sont les erreurs 
absolues désirées pour l'évaluation des intégrales (3.50), 
(3.58), (3.61) (3.51), (3.64) et (3.67). 
Après la définition des différents paramètres, l'énoncé CALL 
ZXMIN déclenche le sous-programme ZXMIN • 
la fonction à minimiser est: 
F = <RI(D) - 2RJ<D) + RI(K»/RL<D) 
Où 
F = <H> , RI<D)/RL(D) = <T>, -2RJ(D)/RL(D) = 2<V 1 > . 
et RK(D)/RL<D) = <V 12>. 
<H > : la valeur moyenne de l'hamiltonien du système, 
définie par (3.38) 
<T>: énergie cinétique du système, définie par (3.50) 
2<V1 > : l'énergie potentielle d'interaction entre les deux 
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électrons et le noyau, définie par (3.58>. 
v 1e : énergie potentielle d"interaction entre les deux élec-
trons, définie par (3.61). 
F est introduite par la sous-routine FUNCT qui est appe-
lée lors de chaque itération. 
F étant définie en fonction de RI(O>, RJ(O>, RK(O) et RL(O>, 
la sous-routine FUNCT fait appel aux sous-programmes: FUNCTION 
RI(O), FUNCTION RJ(O), FUNCTION RK(O) et FUNCTION RL(O). 
RI(O), RJ(O>, RK(O) et RL(O) sont les noms des sous programmes 
FUNCTION qui donnent les valeurs des intégrales (3.50>,(3.58), 
(3.61) et (3.52>: 
Pour évaluer la valeur des fonctions à l"intérieur des bor-
nes d"intégrations les sous-programmes FUNCTION RI(O), FUNC-
TION RJ(O>, FUNCTION RK(O) et FUNCTION RL(O) font appel res-
pectivement aux sous-programmes: FUNCTION F1(U), FUNCTION 
F2(U>, FUNCTI0N F3(U) et FUNCTION F4(U). 
, 
Tous les calculs numériques étant executés nous imprimons: 
1) les valeurs finales de s et c, 
2} 1ER, qui est un paramètre tel que 1ER = 0 indique que tous 
les calculs ont été effectués avec la précision demandée, 
3} ERROR: est une estimation de l"erreur absolue due au pro-
gramme numérique, 
4) O<H>/OS et O<H>/OC = estimations de ~H/as et 4H/Jc pour 
les valeurs finales de s et c, 
5) <V L2 >: valeur moyenne de l'énergie potentielle d'inter-
action entre les deux électrons, définie par (3.51)1 
6) <V>: valeur moyenne de l'énergie potentielle totale du systè-
me, définie par (3.54), 
7) <V 1>: valeur moyenne de l'énergie potentielle d'interaction 
entre l'un des électrons et le noyau, définie par ( 3.58>, 
8) <T> : valeur moyenne de l'éner gie cinétique du système, dé -
finie par ( 3.50), 
9) <V>I<T>: ce terme est imprimé afin de comparer nos résultat s 
avec le théorème du viriel<13. p.400) qui prévoit que cette 
quantité doit être égale à -2, 
10) E : valeur moyenne de l'énergie totale du système, 
11) <R 12>: estimation de la distance moyenne séparant les deux 
électrons, définie par (3.67), 
12> <R 1>: estimation de la distance moyenne séparant l'un des 
électrons et le noyau, définie par (3.64). 
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IV.3 OROINOGRAMME OU PROGRAMME UTILISE: 
La partie comprise entre 0 et E de cet ordinogramme correspond 
à l'appel du sous-programme ZXMIN dans l'énoncé CALL ZXMIN. 
début 
t 
initialisation des différents paramètres 
,il 
1 = 1 
1 : correspond ta la charge Z du noyau 





i = 1 
i : correspond au i •. 1'\_ paramètre variationnel 
J B ,,~ 
j = 1 
j: correspond ta l'ordre d' i térati on 
,II 








calcul de ~xj selon l'équation (4.3) 
~ 
calcul de ~Jselon l ' 4quation (4.6) 
la valeur du i~-- param~tre variationnel, 
apr~s j + 1 itérations sera 
X ~ ~I = X~ + 0/ Ll~ 
&.. .. 
la condition de conver-
gence est-elle vérifiée 
Ixj+' - x ~ r~ lO- NS XI3 
----
passer à 
l ' itération 
suivante 
j = j + 1 
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passer à 
pour toutes les variables la variable 
i ~ 2 suivante 
imprimer les résultats 
le calcul passer à 
pour tous les atomes l'atome 
1 ~ 4 suivant 
CHAPITRE V 
RESULTATS ET DISCUSSION 
V.1 ENERGIE DE L"ETAT FONDAMENTAL 
Expérimentalement l'énergie de l"état fondamental n'est 
pas accessible directement. C'est le potentiel d'ionisation 1 
qu"on peut mesurer. Il est égal à la différence des énergies 
de l'atome une fois ionisé E~ et de l'atome neutre dans son 
état fondamental Eo <1 3. p1e1) 
1 = Ei - Eo (5.1) 
L"énergie d'un atome ionisé à deux électrons est égale à 
l'énergie d'un atome à un seul électron avec une charge 
nucléaire Z. Elle est égale à l'énergie de l'atome hydro-
génoïde correspondant < 13. 
Z2 
2 
, (u.a) (5.2) 
Utilisant (5.1) et (5.2), l'énergie de l'état fondamental d'un 
atome à deux électrons s'écrit: 




V.2 ENTRAINEMENT DU NOYAU 
Nous avons supposé auparavant (chap. l, plO) que le noyau 
est fixe du fait que sa masse est très grande par rapport à 
celle de l'électron. Lorsqu'on tient compte de son mouvement, 
l'équation de Schrëdinger s'écrit: 
-h 2 h 2 -(L~h + 62) ~ - 6R~ + (V-E)~ = 0 
2m 2M 
(5.4) 
R(X,Y,Z) et M sont respectivement le vecteur de position et la 
masse du noyau. 





mr"e) U = (MR + mr1 + 
M + 2m 
- -
-R1 = r1 R (5.5) 
-+ 
-::> -'? Re = r2 R 
l'équation de Schrëdinger devient (voir annexe 0): 
----6c 
2(M+2m) M 
\7R1\7R2 +lV-E)~ = 0 
(5.6) 
Où l'indice c, est relatif au centre de masse. 
L'expression de V est: 
Z Z 1 
V = + (5.7) 
Re 
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Comme le potentiel ne dépend pas de la variable U mais dépend 
1- ~ seulement de R1' Re et R 1 - Rel, on peut séparer le mouvement 
de l'ensemble des trois particules en mouvement de centre de 
masse et en mouvement relatif. La solution de (5.6) peut alors 
être écrite sous la forme: 
(5.8) 
L'équation de Schrodinger pour le mouvement relatif s'écrit: 
h2 
- \lR1 '\1Re ~R +tV-E)~R = 0 
M 
(5.9) 
Si on traite le terme (-~2/M)\7R1\7Re par la théorie des per-
turbations indépendantes du temps<16>, l'équation de Schrëdin-
ger pour le mouvement relatif et correspondant à l'hamiltonien 
non perturbé s'écrit: 
6R1- +QRe J.l 
------ ~R + -lV-E)~R = 0 (5.10) 
2 h 2 
Alors si on compare l'équation (5.10) avec celle où l'on con-
sidère que la masse du noyau est infinie. 
-----~ +tV-E)t = 0 , (u.a) (5.11> 
2 
on remarque qu'il y a en plus le facteur J.l/~2 dont l'effet 
peut être calculé. Nous devons seulement redéfinir notre sys-
tème d'unités. Si nous posons, ~ = e = J.l = 1, nous retrouvons 
l'équation (5.11). A ce moment la valeur propre de l'énergie 
devrait être multipliée par le facteur 
~ M m 
= ~ 1 - <5.1 2 ) 
M M + m M 
La correction au premier ordre à l'énergie sera: 
- E411C7 <5 . 13 ) 
Où E est l'énergie en unités atomiques correspondant à une 
masse du noyau infinie. 
Dans les tableaux 1 à 4, nous donnons les valeurs numéri-
ques des différents opérateurs. Tous les résultats sont donnés 
en unités atomiques, c'est-à-dire que l'énergie est deu x foi s 
l'unité de Rydberg<14. p a ) et les distances en unités de r a y on 
de Bohr. 
Une façon de tester notre fonction d'onde est de calculer 
la quantité «V>I<T», que nous avons introduite dans la sixiè-
me ligne des tableaux 1 à 4. Le théorème du viriel< 13 . p 400) 
prévoit que cette quantité doit être égale à -2. Dans la pre-
mière ligne, les paramèt r es s et c sont donnés ainsi que 
3<H>/3s et 1<H>13c. Le paramètre ERROR indique l ' erreur due au 
programme numérique et 1ER = 0 indique que les calculs ont été 
fait avec les précisions demandées. 
Dans le tableau 5 nous donnons les r ésultats numériques 
avec quatre chiffres significatifs de l'énergie des atomes à 
deux électrons dans l'état fondamental. Nous avons également 
inclu quelques résultats récents afin de les comparer avec 
les nôtres. On voit qu'avec deux paramètres variationnels 
nous obtenons des résultats nettement meilleurs que ceux 
obtenus à partir de deux (9 ) et trois (19 ) paramètres variation-
nels. Nos résultats sont comparables avec la meilleure appro-
ximation c3 > obtenue à partir d'une fonction d'onde de 252 
termes. 
V.4 CORRELATION ELECTRON-ELECTRON 
Pour comprendre l'effet de la corrélation électron-élec-
tron, nous comparons dans le tableau 6 les valeurs de diffé-
rents opérateurs obtenus à partir des modèles (3.1) et (3.4). 
Pour le modèle (3.1), on a C22. p42>: 
<T> = ~2, <V> = -2Z~ + (5/8)~ et <1/r12> = (5/8)~ 
Alors que <r1> et <r12 > sont données par <3.71) 
avec ~ = 1.6875 
Finalement, en comparant notre méthode avec la méthode uti-
lisant les harmoniques sphériques de type K, notre valeur pour 
l'énergie de l'atome d'hélium dans l'état fondamental est 
meilleure que la valeur -2.892 u.a obtenue à partir de seize 
équations différentielles couplées c7 >. 
Pour montrer l'effet de la répulsion électron-électron et 
la nécessité de la dépendance de la fonction d'onde de la dis-
tance r1 2 entre les deux électrons, nous exposons deux méthodes 
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Tableau 1 
Diffé~ents opé~ateu~s co~~espondant à Z =1 
S= .73499 c= .12065 D<H>/DS= .26E-06 D<H>/DC=-.17E-06 1ER= 
<V12)= .331748083 ERROR= .26379E-11 1ER= 0 
<V1>= -.689088180 ERROR= .27248E-11 1ER= 0 
<V>= -1.046428278 ERROR= .8 08740502E-11 <V>=<V12 >+2 <Vl > 
·(T )~ ~ .522613165 ERROR= .292'51E-11 1ER= 0 
<V>/ <T> = -2.0023 ERROR= • 110125045E-10 
------ --
E = -.5238151 ERROR= .44696E-11 E= ( T>+<V> 
<R12 >= 3.960297747 ERROR= .4 728461S8E-10 1ER= 0 
















~ _____ --,---__ J 
O<H>/OS et O<H>/OC sont des estimations de ~<H>I ~s et de ~H>/Jc 
1ER = 0 veut dire que les calculs ont été effectués avec la p~é-
cision demandée. 
ERROR : erreur absolue due aux calculs numériques. 
<Vl> 1 valeur moyenne de l'énergie potentielle d'interaction 
entre l·un de. 'lectrons et le noyau, en u ••• 
E : énergie totale du syst~me de trois particules, en u.a. 
<R12>: valeur moyenne de r12, en u.a. 
<R1>: valeur moyenne de r 1 , en u.a. 
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Tableau 2 
Différents opérateurs correspondant à Z=2 
S= 1.79638 C= .13676 D<H:>/DS= .28E-06 D<H:>/DC=-.31E-05 IER= 0 
<V12:>= .950604800 ERROR= .10603E-l1 IER= 0 
<V1)= -3.377114964 ERROR= .69816E-10 IER= 0 
<V:>= -5.803625128 ERROR= • 140693246E-09 <V>=<V12>+2<V1> 
---+------------------
<:T:>= 2.901155569 ERROR= .99803E-12 1ER= 0 
-----+---------i 
1 !<V:>/<T> = -2.0005 ERROR= • 141691271E-09 
i 1 , 
-_ ._ . __ . - -_. _ .. _--_._---_._----~---------- ._-
E = -2.9024696 ERROR= .13982E-09 E=<T>+<V> 
---------------.------r-------------------------~-----------------
<R12>= 1.409168352 ERROR= .241960604E-I0 IER= o 
f----------------------t-----.- .-- .. .------.- - - -- -- - - .--- .-----------~ 








Différents opérateurs correspondant à Z=3 
1 
S= 2.82546 C= .16376 D<H>/DS= .66E-06 D<H)/DC= .62E-05 lER= 0 
--_._. 
_. - -- ._-
<V12>= 1.566716548 ERROR= .47472E-12 1ER= 0 
<V1>= -8.062933117 ERROR= .26385E-10 1ER= 0 
<V>- -14.559149687 ERROR= .532449594E-10 <V)=(V12>+2<Vl> 
I<T>= 7.280647363 ERROR= .79428E-12 lER= 0 
<V>I<T> = -1.9997 ERROR= .540392413E-10 
. ~ = -7.2785023 ERROR= .53330E-10 E=<T>+<V) 
... 
. 




I<R1>= .173163110 ERROR= .108131574E-10 1ER= 0 




Diffé~ents opérateurs cor~espondant à Z=4 
_. 
S= 3.84325 C= .19041 D<H)/DS=-.18E-06 D<H>/DC=-.18E-05 IER= 0 
<V12)= 2.185824309 ERROR= .69814E-12 lER= 0 
<V1)- -14.749423937 ERROR= .84168E-12 lER= 0 
<V)= -27.313023565 ERRORa .238149921E-11 <V)=<V12)+2<Vl > 
<T)= 13.659575897 ERROR= .11355E-ll IER= 0 
<V)/<T> = -1.9996 ERROR= .351702414E-li 
E = -13.6534477 ERROR= .25782E-l1 E=<T>+<V> 
<R12>= .619705973 ERROR= .543941400E-l0 1ER= 0 
<Ri>= .022707040 ERROR= .193456195E-10 1ER= 0 
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Tableau 5 
Energie de l'état fondamental (-En) en u.a 
Atomes à Deux<"'P> Troi s (18) Nos Meilleure Résul-
tats expé-
deux paramètres paramètres c:alc:uls approxi- rimentaux 
élèc:trons mat ion <:3 ( 2 3 ) 
H(-) 0.506 0.5213 0.5238 0.5278 0.5277 
He 2.873 2.8994 2.9024 2.9037 2.9037 
Li (+) 7.246 7.2757 7.2785 7.2799 7.2804 
Be(++) 13.621 13.6513 13.6534 13.6556 13.6574 
Toutes les valeurs sont données en u.a. 
L'éc:art â la valeur expérimentale est: -0.0039, -0.0013, 
-0.0019 et -0.0040 pour H-, He, Li- et Be--. 
dues à différents auteurs dans lesquelles les modèles de fonc-
tions d'onde ne contiennent pas la variable r12. 
V.4.1 Approximation de Hartree-Fock 
Pour résoudre l'équation de Schrëdinger (5.11), l'appro-
ximation de Hartree-Fock tient compte du principe de Pauli 
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(la fonction d'onde totale doit être antisymétrique par rap-
port aux permutations des électrons). Comme la fonction d'onde, 
dépendant du spin et correspondant à l'état fondamental, est 
antisymétrique (chap. l, p12), la partie de la fonction d'onde 
dépendant des variables de position doit être symétrique et 
elle s'écrit: 
(5.14) 
v(r1) et v(r2) doivent être orthonormales et <11H11>, la valeur 
moyenne de H dans l'état l,doit être stationnaire pour toute 
variation OVe En introduisant les multiplicateurs de Lagrange 
et prenant pour 1 l'expression (5.14), l'ensemble des condi-
tions précédentes mène à un système d'équations dont la solu-
tion détermine l'énergie du niveau fondamental, (pour plus de 
détail sur la méthode,voir ref. 24). La solution numérique d'un 
tel système(e~, p es> mène à une valeur de l'énergie de l'atome 
d'hélium dans l'état fondamental Eo = -2,861 u.a. 
V.4.2 Modèle de charge effective 
Au lieu de considérer l'expression <3.1) que nous avons 





a et a sont deux paramètres variables tel que a<1. Dans ce cas 
l'électron se trouvant à la distance r> voit une charge du 
noyau a fois celle vue par l'électron se trouvant à la distance 
r<. Donc l'électron le plus loin du noyau voit une charge infé-
rieure à celle vue par l'électron le plus proche. Un calcul va-
riationnel mène à une valeur de l'énergie de l'atome d'hélium 
dans l'état fondamental Eo = -2.873 u.a. 
V.4.3 Distribution de la variable rle 
En comparant les résultats obtenus à partir des deux modè-
les que nous avons exposés ci-dessus avec les nôtres, nous JUS-
tifions la nécessité de la dépendance de la fonction d'onde 
de la variable rle. A cause de la répulsion coulombienne, le 
deuxième électron doit affecter le champ dans lequel se dépla-
ce le premier. Ceci va se manifester dans les valeurs moyennes 
de la distance entre les deux électrons, <rle>, et dans l'éner-
gie potentielle d'interaction entre les deux électrons, <1/rle>. 
Nous devons nous attendre à une augmentation de <r1e> lorsqu'on 
tient compte de la répulsion électronique dans la fonction 
d'onde, par rapport à la valeur calculée à partir du modèle 
(3.1) sans corrélation. La valeur moyenne, <A>, de l'observable 
A se calcule à partir de la relation: 
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<A> = (5.17) 
D'autre part, on peut définir la moyenne de r1 2 par l'équation: 
(5.18) 
Où F(r 12 ) est la fonction de distribution de la variable r 1 2 . 
De là, on voit que F(r12) est reliée à la fonction d'onde ~ par : 
J~-r1 2tdT 
rt -. tdT 
(5.19) 
Dans le système de coordonnées (x,t,u) l'expression (5.19) est 
équivalente à: 
(5.20) 
Afin de trouver l'expression de F(r12) pour une fonction 
d ' onde donnée, on calcule le facteur de r 12 dans l'intégrale 
du numérateur du deuxième membre de (5.19) en intégrant sur les 
variables autres que r 12 alors que le dénominateur est une 
constante multiplicative qu'on évalue numériquement. 
F peut être calculée à partir de l'expression (3.4 ). Pour 
comprendre l'effet de la répulsion électronique, on la compare 
avec celle calculée à partir de l'expression (3.1), dans la-
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quelle les électrons sont considérés comme indépendants dans 
leurs déplacements. 
A partir de l'expression (3.1), nous obtenons: 
(5.21) 
et à partir de l'expression (3.4), nous trouvons: 
~ ( 1 U2 u 1t1n ,(u+e> + C2U~ F(u) = u --- + + + 
N 4s::3 2s 2S2 5 
cu3 ln(u + el) 
+ 
3 
~ u 3 lne (u+e) c 2 u r 2CU~1:(u+e) } + + exp(-2su) 3 7 
(5.22) 
Où N = f~u Ex ~~t{U[ ( x + U )2 - t e Jt-t) (5.23) 
Sur la figure 5 nous comparons les fonctions de distri-
bution pour H- , He, Li~ et Be~~. On voit que la probabilité 
pour que les deux électrons se meuvent à une courte distance 
l'un de l'autre croît avec la charge nucléaire. <r12> varie 
de 0.6 u.a pour le cas de Be~+ où Z=4 à 3.9 u.a pour H- où 
Z=1, (tableaux 1 à 4). 
Sur la figure 6 nous comparons les fonctions de distri-
bution dans le cas de l'atome d'hélium, obtenues respective-
ment à partir des modèles <3.1) et (3.4 ). D'après les courbes 
(1) et (2) de cette figure on voit que la probabilité pour que 
ANNEXE A 
Listage du programme (INPUT, OUTPUT) utilisé 




C CE PROGRAMME DETERMINE LES VALEURS DES PARAMETRES 8 ET C 
C POUR LESQUELS <H> LA VALEUR MOYENNE DE L'HAMILTONIEN DANS 
C l_'E TAT FONDAMENTAL EST MINIMUM. 
C POUR CES MEMES VALEURS ON CALCULE : 
C <V I ) : LA VALEUR MOYENNE DE L'ENERGIE POTENTIELLE D'INTERACTION 
C ENTRE L ' UN DES ELECTRONS ET LE NOYAU . 
C <VI2) = L'ENERGIE POTENTIELLE D'INTERACTION ENTRE LES DEUX 
C ELECl RONS . 
C ( V) =(VI2) +2 <Vl> i L'ENERGIE POTENTIELLE D'INTERACTION DU SYSTEME . 
c: <T>: L'ENERGIE CINETIQUE DU SYSTEME . 
C E = (T) +<V)iL' ENERGIE TOTALE DU SYSTEME . 
C <RI ): LA DISTANCE MOYENNE DE L'UN DES DEUX ELECTRONS AU NOYAU . 
C <RI2>: LA DISTANCE MOYENNE ENTRE LES DEUX ELECTRONS. 
C 
C 
C NOTONS QUE CE PROGRAMME PEUT ETRE UTILISE DANS LE CAS 
C OU LE MODELE DE FONCTION D'ONDE EST DIFERENT DU NOTRE, 
C DANS CE CAS IL FAUT REMPLACER Fl(U),F2(U), ... F6(U),PAR LEURS 
C EXPRESSIONS RESPECTIVES 
(: 
c 
AERF~L. := 1. OE - 12 
At:RRM= 1. OE - 10 
AERr~N::: 1. OE -10 
C APPEL AU SOUS PROGRAMME GUI MINIMISE <H> 
C 
C 
CALL ZXMINCFUNCT.N . NSIG,MAXFN, IOPT, X,H,G,F,W, 1ER) 
S= X Cl) 
C=X(2) 
C DCADRE EST UN SOUS PROGRAMME GUI EVALUE L'INTEGRALE 
C SIMPLE POUR UNE FONCTION ET UN INTERVALE DONNES 
C 
C RM ET RN SONT RESPECTIVEMENT LES INTEGRALES SUR U DANS 






C Z ~ J :.: - <Z/RI > == <V1 > 
lJ==- rWCD)/RLCD) 
C Z 1 :~ <T> 
ZI=RI (D)/r~LCD) 
C ZK = <1/R12> = <VI2> 
Z K = R I~ ( D ) 1 R L CD) 
C ZO ;:;; 2 <V1 > + <V12> ~ - 2 <Z/R1 > + <1/R12> == <V> 
ZO=2. *ZJ+ ZI~ 
C ZL. ~ <V>I <T> 
ZL. := ZO/Z 1 
C ZM = <R12> 
Zl"l :=RM/RL CD) 
C ZN ::.c <R D · 





c l~-;rII11\flLli'J m~ s fUrmEUf~S i\f3S0LUES DUES AL' INTEGF<ATION NUI1EHIOUE 
EHROI·<Z~)=·: Erm LlJ~ ,) t · Er~ IdJfH. 
ERROHZK "" [RHLmK+EI~llmH . 
EJ~ROH Z 1 == EF<lHm J +EI~R URL. 
r:: R R on 11'1 ~ En H (1f< 1' 1 tLF~ FI cm 1. 
LRn 01< 1 "' '' ln I~ 1 ln 1\1 t (= HU cm l. . 
umOR IO= ~~. ttUWUIlIJ~Lfwr.m ZI" 
c r~HRorŒ EST REU\"!" 1 VE A < H> 
ERRORE=ERRORI+2 . *ERHORJi·ERRORK+ERRORL 
ERRORIL= ERRORIIi ·ERRORZO 
c 
. C 1 l' IPRE~lS 1 DN DES FŒ!:;Ul. Ti' T S 
C 
PH 1 NT 05, 1 
05 FORI1AT(////// , IOX, ' ,t>.rOIIC A DEUX ELECTRONS : l ~~' , 11> 
PHINl lO 
10 FORMAT ( 1 OX, '1l· 1l-****iI· -lHl· -I~************ ·II·*****') 
PR Il'IT 1:J 
1 5 FOH MAT ( 10 X, ' __ . ____ __ ._ .. _____ . _ _____ _ 
- ------------
it / ) 
PRINT 20, X( 1), X(2), G( 1), G(2), 1ER 
20 FOHM,..,T(/, 10X, '5=', FS . 5,2X, 'C=', F7 . 5, 2X, 'D(ID/DS=', E8. 2, 2X, 
# 'D<JD/DC= " E8 . 2, 2X, ' 1ER::.', 13, / /) 
PR 1 NT ;2~), ne ERRDR ZK, 1 EliK 
25 FURI'IAT(10X, ' ( V12>:.::: ',F15. 9,4X, 'ERROR=',E15 . 5,4X, 'IER=',I4,//) 
PH 1 NT 30, l,.), ERROH ZJ, 1 ERJ 
30 FOHMAT(10X, ' ( VI)= ',F15. 9,4X, 'ERHOR=',E15.5,4X, 'IER=',I4,/n 
PRINT 35, ZO,ERRORZO 
3::', FIJHMAT(lOX, ' ';: V )- =: ',F15.9,4X, 'ERRClR=',E15.9,4X, 
# 1 <V> ~: <V 1 2:>+2(V 1 > 1 , / / ) 
PRINT 40, ZI. r:RR(JI~ZI. IERI 
40 FORMAT(lOX, ' <1'>= '.F15 . 9.4X, 'ERROR='.EI5 . 5,4X, 'IER=',I4,//) 
PRINT 45, ZL,CRRORlL 
45 FOHI'II\T(10X, ' < \,) "> / ( T > :=: ',FB. 4,7X, 'ERHOR=',E15 . 9,//) 
p nI l\jl ~) O 1 F, Ef-m DrŒ 
-.J 
-.(J 
;:, 0 FUR 1"1 A T ( 1 0 X, ' E :.:. ' , F l ;! 7, 7 X, ' ER FWR = ' • E 1 5 . 5. 4 X. ' E = <: r> + < V:> '. / / ) 
PR 1 NT 55, ZM. ERRoral'L 1 H~11 
:15 f- ORMAT e lOX, 1 < R 1;;?>== '. Fl ~.J . 9. 4X. 'ERROR='. E15 . 9. 4X. ' 1ER:::'. 14. / /) 
PRINT 60. ZI\L ERHORZf\J. IEnN 
60 FORMAT(10X. ' < R1 :>c:: ',F15 . 9.4X. 'ERROR='.E15 . 9.4X. 'IER::'.14.//) 
PRINT 65 
b5 FOR/'ll'd (10X, ' ____________ . ______ _ 
------------








FONCTION A MINIMISER <H> 
SUBROUTINE FUNCTCN. X,F) 
1 NTEGFf~ N 
REAL. X (2). F 
COMMON/PAFUS. C 
~:;=; X Cl) 
C == X(;;") 
< T> -- 2 ( Z /R L > +('1 /R 12> 
F=(RI(D)-2 . *RJ(D)+RK(O»/RLeD) 
FŒTURN 
END 




COMMON/PAR 11 A, B, AGiR J, AERRJ, REHR , ERROR 1, 1 ER L ERRORJ, IERJ 
#,AERRK, AERRL, ERRORK, ERRORL, JERK, IERL,AERRM,AERRN 
ft. ERrWRM. ERRORN, 1 ERM. 1 ERN 
EXTERNAL F1 









COMMON/PAR 1/ A, B, AERR I, AERRJ. RERR. ERROR 1. 1 ER 1. ERRORJ. 1 ERJ 
#.AERRK,AERRL.ERRORK.ERRORL. JERK. JERL.AERRM.AERRN 









COMMON/PARI/A,n ,AERRI,AERRJ,RERR.ERRORI. JERI.ERRORJ. JERJ 
# , AERRK,AERRL,ERRORK , ERRORL. JERK, IERL.AERRM,AERRN 
#, ERrWr~M, ERRORN, IERM, IERN 
EXTFRNAL F3 
RK=DCADRE(F3,A, B, AERRK,RERR,ERRORK, JERK) 
REl ~H<N 
END 





COMMON/PAR1/A,B,AERRI,AERRJ,RERR,ERRORI, IERI,ERRORJ, IERJ 
*L AEfHHC AERRL. EHRonK, ERRORL, JERK, IERL. AERRI'1. AERRN 
ft, ERfHlHM, ERROHN, 1 ERM, 1 ERN 
EX TI- rlNAL Fil 
I<L '-' DC /\DF{E (Fil, A, D, AERRL, r~ERR, ERRORL. JERL) 
r~Er UJ~'" 
r :- f\JJl 








FŒAI . FUNC 11 [lN FI (U) 
CrJMMON/PArUS, C 
rH: Al. li 
Y ::.:: ;2 . 7182BI8 
ltJ ~' I.UG (U t·Y ) 
P '=--S-IfW+ 1 . / (U+Y) 
Pl ,·,s 11-\,J/ (tH '() 
p ; .! = S I~ C / ( U -1- y ) 
r =-J:=--·2 . *pu·S*C+4 *CII-If;:' 
Al = (U/(2 . *S**3)+U*~2/(2 . *S**2»*(Pl*U+P 2*l)~ .3/3 . 
A ;:!'~ (flJ-II· U-lHJ/] . ·tP ~! II-UIHi5/:) . )/(2 . -11511-*2) 
A~~UIl(I/(4 . *S~*3)iUII-*2/(2 . *S)+U/(2 . *511-*2» 
A 4 :0 Pli Il· ? Il U 1- ( S~ C ) -1-< I~ ;;~II U * -II 5;' 5 -+- P 3 * U ~ * 3/ 3 . 
A ~"i ,= _· lJ Il ( P * ./l- ;! I t U IHf; ] /:.:~ -1- ( S II- C ) * * 2 * U * * 7 / 7 . + P :-.:1* li /1- -I~ ~j / ~:, . ) / ( 2 . * 5 ) 
A6::'I . lIeIHI /Ul. 1I ~..:i .*:JHU / (2 . *SI1-*2»*U**3/(] *(U+Y» 
1" 1 ~-: ( A l -i i-Î ~~ t-/\;111 1\·1 1 /\ ~ • l\ 6 ) k EXP ( - 2 . I~ S * U ) 
r li: l \J f{ f\I 
Hill 
CF;" ( U) t ST TE U E GU F < Z / r~ L > == (1 / R L ( D) ) -If r~ J ( f) ) 
c 
c 
ru :l\l . FUNCT l lJN r: ;? (U ) 
C Llf'it-10N / PAR / f:;, C 
Cmlt1nN/PAF~;-! / l 
nFAI . li 
y ,.:;.~ 7 182U 1 3 
It-J:-LUG (U l 'Y) 
Gl == lW( 1/(4 . U~3111';:! )+U/(2 . IfS» 
Q ;~ ,. t-J Il 1( 2 jf. U ... C -II /1 ; 1./1 U /l- /1 :j / 5 . ...;-! * I·J i~ C II- U /1- II- :J / ~3 . 













RF/\L I:- UNC1 1 ON r-::J< U) 
r,DI'IMON/PAr~ 18, C 
IH: AI . U 
y ~;.; :) . 711:J2818 
W::. I [Je (Ut·y) 
r 1 -:: ( 1 1 ( '1 . 11 F:i ~ Il :3 )+ U Il· t< ;,~ / ( ~:' . I ~ S ) + U 1 ( ;-:! . ~ ~J IH~;? ) ) 
T;2:=: I,..) li 1: ~? ·I! · lJ+C IHI ~~ ~U I~ Il .... ) /:5 +2 . II-C *W*U IHI3/ 3 . 
T3 := ··- (I,.JIH ~;'? ·II-U IHI-3/3 + C IHI-2*UIHI7/7. +2 . uC~.W;"UII-*5/5 . ) / (2 . *5) 
F3 c:=( Tl ttT2+T3)IIEXP ( -2 . *SII-l) 
REl UI~N 
FND 




fŒAI . FUNCT ION FA (U) 
CfJMMON/PMurJ, C 
rn-Al. U 
Y, ;.' . 71t:1;;!13113 
I,.J :: [ ()(.~ (U t·y ) 
BI ::U* ( 1/ (4 . *SIHi3) +U IHi;;!/ (;;~ *S) +UI (2 . *5'11-*2) ) 
n2=Wu*2*U+C**2*U*1I- 5/~ . • 2. *C*WuUII-*3/3. 
B3~-U*(W**2*UII-*3/3 . +C*1I-2*U**7/7. +2 . *C*W*UII-~5/5 . )/(2 . *5) 











REAL rUNCTION FS(U) 
COl'lMON/PARIS, C 
REl\L U 
Y:=.2 . 7182818 
W '·~ L()G (U+Y) 
Wl=U*(1/(4. *S**3)+U**2/(2 . *5)+U/(2 . *5**2» 
W2=WI~1I-2*U+C*1I-2*UI'"*S/S . +2 . *C*W*U**3/3 . 
W3=· ·UII- (W*iI' 2*U 'IH~31 3 . +-C**2*U**7 17 . +2 . *C*W II-U**SI S . ) 1 (2 . *5) 
F5==t!* (W 1 *W2+l·13) 'II-EXP (-2 . *5*U) 
RET ulm 
EhH> 




REAL FUNCTION F6(U) 
COI'lMON/PAR 15, C 
r~F ,'l.. \1 
Y:':;';! . "/1:L' U 18 
WA.OG (U +-Y) 
Gl=U*(3/(B . *5**4)+3. *U/(4 . *5**3)+3. *U**2/(4. *5**2» 
#+U IHIA 1 (2 . *5) 
G2=W*1I-2*U**3/3 . +C**2*U**5/S . +2 . *C*W*U**3/3 . 
G3= - U*(1/(4 . *5**2)+U/(2 . *5» 
G4=W**2*U**3/3 . +C**2*U**7/7 . +2 . *W*C*U*~S/5 . 






Listage du sous-programme ZXMIN utilisé pour 
la détermination des paramètres s et c 
C PURPOSE - H1Nl~UH OF A FUNCTION OF N VARIABLES USING l~"!N 
C A QUASI-NEIo4TON t1ETHOO ZXMIN 
C ZXMIN 
--C--USAGE ----- - CALL ZXHIN (FUNCT,N,NSI(i,HAXFN,.IOPf"~X--,-H,G;F;---tXMI=-C-N --
C H ,1 ER) ZXHIN 
C ZXMIN 
C A~GUHENTS FUNCf - A ÜSÈ:R -SÜPPLÏEo SUeROUTINE "WHICH ClLcùLAtËs ZXMIN --
C THE FUNCTIOt-. F FOK GIVEN PARAMETER VALUES ZXHIN 
C X ( 1) , X ( 2) , ••• , X (N) • Z X HI N 
- --C --·---------- --------- --------------- - ----------Ttit -CAIT1NG ---SnrÜÈNCr--H l'S---THE - t -Ôr[O~rN-G- F-OffH ZX-HI t.f-----------
C C JI L L FU Ne T U~ , X , F ) Z XMl N 
C HHERE X 1S A VECTOR OF LENGTH N. Z)(HIN 
C _.- - _.- -_. - ----FùNcr--tiusr -"APPEARINAN "EXfËRNAC --STÂtËHENT -- ïyHfij------- -
c IN THE CAlL1NG PROGRAM. FUNCT MUST NOT ZXMIN 
C AL TER THE VALU [S OF X (1' ,1:1, ••• , N OR N. ZXM1 N 
-C-- ------ - ---- --- N- ---- -: --;ft·iË-- NUMBER-6-F-- -p~ï~AHÊ.TERS- - (f~ I~ ~ -- fHË - lËt~G;n:r ----- Z XHi N - - ----
C OF X, CINPUT' ZXHIN 
C NSIG - CONVERGENCE CRITERION. <INPUT). THE NUMBER ZXMIN 
C _. - 0 F 6i GÏTS - OFA CCURACY RE QUI RED INT HE-- - -- -- Z)(HIN -- ----
C PARAHETER ESTIHATES. ZXMIN 
C THIS CONVE.RG':NCE CONDITION lS SArISIFIED IF ZXHIN 


































E::'TIHATf.S Cl.E.,X(l), I=l, ••• ,N' AGf(El, ZXHIN 
COHPONENT gv COMPONENT, TO NSIG DIGITS. ZXHIN 
liAXFN - MAXIHUH NUr·18ER OF FUNCT10N EVALUATIONS (I.E., ZXHIN 
Ct-LLS TO SUeF'OUTINE FUNCT) ALLOWED. <INPUT> ZXMIN 
rOPT - OPT10NS SELECTOR. ClNFUT) ZXHIN 
Iû~T = 0 CAUSf~ lXMIN TO INITIALIlE THE ZXHIN 
HESS!AN HATRIX H TO THE IOENTITY HATRIX. ZXHIN 
rOPT = 1 INJIC~TES THAT H HAS BlEN lNIT1ALllEOlXHlN 
BY THi USlR TO A POSITIVE OEFINITE HATRIX. lXHIN 
IOP, = 2 CAU$tS lXM1N TO COMPuTE THE [I~GONAL lXHIN 
VALUES OF THf HESSIAN HATRIX AND SET H TO lXHIN 
A GIAGOI\AL HATtüX CCNTAINING THESE VALUE.S. ZXHIN 
rOPT = 3 CAUSES ZXH1N TO COHpuTE. AN ESTIHATE. lXHIN 
OF rHf HE:)Sl~N IN H. lXHIN 
X - Vl.CTlJR OF LENG~H ,.., CONTAINING PARMH .. TfR lXHIN 
v'ALULS. lXtllN 
01\ iNfUT, X HUST C.ONTAIN THE lNITltlL lXHIN 
PAf-<t.METEK f:STIMATt:S. · ZXH1N 
o~ GUTPUT, X cnNT~INS THE FINAL PA~AHET ~ R ZXHIN 
E~TIHATf:) A~ DETERHINED BV ZX~lN. lXHIN 
ft - "LCTOI· OF LlNGfH N·(N+U/2 CONTAINING At~ ZXHIN 
G 
ESTIHATf OF ~Hl HfSSIAN HAT~IX 
0'- .. 2 F / (LJ X ( 1 ) DX (J) ), l, J= l, ••• , N. 
H IS STuKED I~ SVMHETRIC STORAGf MODE. 
0/\ lNfUT, lF lOPT = 0,2, OR 3 ZXHIN INIT.A-
LIZES H. ~N INITIAL SETTING OF H SV THE 
USlR 1S INOICATlO SY lOPT=l. 
H HUST,ot. POSiTIVE: CF.FIN.lf. IF Il I!) NOT, 
A TERHINA~ tRROR OCCURS. 
ON GUTPUT, H CONT~INS AN EST1HATE OF lH~ 
Hf S S 1 ,\ ~ Al T HE FIN A L PAR A HE Tt: RES T r HAT E S 
(LE., AT )(U,X(2), ••• ,X(N» 
- A VlCTOR OF LtNGTH N CONTAlNI~G AN ESTIHATE 
Z)( HI N 
Z X HI N 
ZXtlIN 
1 X Hl N 




l XHI N 
Z X HI N 
lXHL N 



























1 . . -
C 
C 





r- ~ .. SU8F<OUTINt: lXHIN 
1 C 
\ lt'1TEGER , -- -- -- - --- -.-- .. - -- -
REAL 
C 
l NT EGER 
t· 
OF THE GRAOIFNT ùF/(jXCl) ,I=l, ••• ,N AT THE 
FINAL PAF<.A~lTER ESTIHATES. (OUTPUT) 
- A ~CALA~ CONTA!N1NG THF VALUE OF THE FUNCTION 
AT THE FINAL PA~At-!ETE~ ESTIHATES. COUTPUT) 
- ~ VECTOR OF L(NGTH 3·N USEO AS HORKING SPACE. 
ON OUTPUT, ~Of.. K(U, CCNTAINS FOR. 
l = ' 1, THE li Ot( H 0 F THE GR A DIE NT n. f • , 
SORT CG( 1 '''''Z.G(Z'.·Z t •••• G(N)." 2» 
I = Z, THE NUHBER OF FUNCTION EVALUAT!ONS 
PERFOf 1'1[(. 
1 = 3, AN ESTI~AT[ OF THE NUHBEH OF 
SIGNIFICANT OIGITS IN THE FINAL 
PARAHETfR ESTIMATES. 
- EFROf. PAkAHETE.r (OUTPLT) 
T E R~INAL fRROP 
l li- = 12 <:1 1 M PL 1 ( S T HA T T Hf 1 NIT 1 A L Hl:. S S l A N 
uSEO SV lXHIN 1S NOT POSITIVE DEFINITE, 
tVEN AFTEk AOOING A MULTIFLE OF THE 
IGENTITY Tn HAK( ALL OIAGONAL- ELEHENTS 
POSITIVE. 
lU;', = 130 IHPLIES THAr THE ITERArIOt. HAS 
TERHINATEO DUE TO ROUNDING ERRO~S 
6fCOHING DOMINANT. THE PARAHETER 
ESTIMATlS HAVE NOT BEEN DETERHINED Ta 
NS 1 G"oiG IT S. . . . ... 
I~R = 131 IHPLlES THAT THE ITERATION WAS 
TfRHINATEO BECAUSE HAXFN \-jAS EX ( i"OtD. 
(FUNCT,N,NS1G,HAXFN,IOPT,X,H,G,F,~,IER) 
SPEClFICATIO~S FOR A~GUHE~T~ 
N, NSIG,HAXFN~ 1 (PT ~IER .' '.' 
X(N),GCN),H(l),F,H(1) 
SPECIFICATIOt.S FOR LOCAL VARIABLES 
1 G ,1 G G , .L S, 1 0 ~ F F ,! f' ,1 J,l, J , N Hl, J J , JPl , L , KJ , K, 
1 Ft-" LI N K , lT N, Il rI ,.. 1 , J NT , N Pl, J 8 , N J 
ZXHIN 
























zx Hl N 
ZXH! N 























1 U~ =- 0 
HH = ~r)~, T (Rf FS) 
HZ = ~ ()FT(HH) 
f r s = TEN~" (-N51 G) 
.1. G = Il 
1(,(; = r~ tt j 
lS = IGe; 
lClFF = 1 
1 i = ri 
loi ( 1) 





- e ll E 
III a 
l li , O 
LO 5 I=l,N 
Gel) = XI!) 




KEPS/1641'+OOOOO fOoooooon08/,AX/O.1I ZXHIN 
ZERO/O.O/,ONE/1.O/,HALF/O.5/, lXHIN 
S E \/EN/7.0/,FrVE/~ .O/,l\o.~LVE/l?O/, l)(HIN 
TE NilO. 01 , P 11 0 • t 1 l X Hl N 
INITlftLIZATICN ZXHIN 














EVA LUAT E FUNeTI ON Al ST ART l NG pOUH l XHI N 
lXHIN 
lX Hl N 
lXHIN 
Z X Hl N 
lXHIN 
CAlL FUNCTeN,G,FI 
IFN = 1 
IF IICPT.t (J. 11 GO 'r o :,0 
IF · (t ~ . tC .l) GO T f) ? O 
1.J = 7 
00 1~ I= ë dl 
CC l I) J =2 ,I 
lX HI N 
~ l T OFF-L~~Gun~L ElEt-"EN1 S CF H Ta O.OZXt1l.N 
l X Hl N 
lXHIN 







H(lJ) ::: ZHO 
IJ ::: IJ.l 
10 CONTINUE 
IJ::: 1J+1 
15 (. a tH l NU r 
20 IF (lCPT.Nl.O) GO T O ~O 
l J ::: 0 
00 2? l:::l,N 
IJ ::: IJ.I 
H(IJ) ::: ONE 
25 CONTH,UE 
GO TO 95 
30 1 Hl ::: 1 
NH 1 ::: 1 
NPl ::: Ntt 
o 0 .~ ~ 1::: 2 , N P 1 
~ El G!t.GCNt.L ':LlHENT ~ OF H Ta ONE:. 
GE l OJAGON~L ELE.HENTS OF HES~IAN 
HHH = H2~AHAX1(A a S(X(JH1),AX' 
G(lM 1 = X(lHl)+HHH 
CALL . NCT(N,G,F 2 ) 
G(JHU ::: X(IM1)-HHH 
CALL FUNCT(N,G,FF' 
H(NMU ::: (FF-F+F 2-F'/(HHH.HHH) 
Gl1Mll ::: X(ll-11) 
H1l = l 
NMl ::: I+NMl 
35 CONTiNUE 
lFN :: IF"tNtN 
l F (l OP T • N ( • J .0 R. r~. i:. () • l' GOT 0 5 0 
JJ ::: t 
Il ::: ? 

















1 XMl N 
lXHIN 
lX HI N 




1 x Hl N 
lX HI N 
lXHIN 
Z XHl N 
lXHI N 
1 XHI N 
1 X HI N 
Z X Hl N 
Z XHl N 





[;0 ~:; I=?,N 
G H H = H 2· A r1 A x 1 {I- Ù S (X ( l 1 ) ,A x 1 
ua 4 U J= 1 , J J 
Li H H = H? 'l' A /., 1- x 1 ( :.. [3 S ('( ( J ) ) , A '( ) 
G(l) =. X(ll'uHH 
G(JI = X{J)+HHH 
CALl FUNCT(N,G,F22) 
Gll) :: X(ll-GHH 
C",LL FUNCT(N,G,F12) 
G(J) = )«JI-HHH 
~ALL FUNCT(~J,G,Fl11 
G(ll = X(ll+GHH 
GALL FUNCT(N,G,F21) 
Hill) = (F22-FZ1-FIZ+Fl1)/(4.~i HHH"GHHI 
GIJI = )«J) 
Il = lI+1 
40 LONrltWE 
GIll = x(l) 
JJ = JJ+t 
Il :: . i.l +1 
45 CONTINU!. 
l F t·j = 1 F N + ( ( N" N - NI' 2 ) 
50 HHl~ = H(ll 
HHAX = HO) 
NH 1 :: 1 
00 :.? l=l,N 
HHl'J :: A~lIN1(H'llt~,H(NH1)) 
H M J... X = A H A x 1 ( H ,.: A x , H ( '" Hl) 1 
N~'l = NH1+r+l 
55 c.or-nltJUr 
AOO HUL1IPLE OF IIJENTITY Ta 
MAK~ DiAGONAL ELtHENTS POSITIV~ 
H HI t-. = J_ t-: f. X 1 (0 • 0 1'1 1;' U S ( H I-! A X ) .. A [3 S (H t41 t~ 1 1 - H r1 IN, 0 • 0 ) 
~lM 1 = 1 
00 E,!J l=l,N 
l X HI N 
l x HI N 
lXHIN 
lX Hl N 
lXHIN 
lX Hl N 
l x Ml N 
lXHl N 
lXHIN 
l)( t1I N 
lX Hl N 
lX HI N 
lXHIN 
l XHI N 
lXHIN 












lX Hl N 
lXHIN 
lXHIN 
lX Hl N 
lX Hl N 
lXHIN 




f"' ( N Ml) = H ( N Ml) .. H H l ~I 
r~,.ll = IH'il+!.l 
60 CUNTINUf. 
C FAGTor H Ta L·D~L-TFftNSPOSE 
1'" :; r~ 
lF (N.GT.lI GO Ta t5 
IF (f-f(t'.GT.ltYO' GU TO g:,i 
H ( 1) = l!:. rJ a 
I~ · = f) 
GO Ta 90 
65 NHl = 1~-1 
JJ :; n [; a 8 ~. .J::: 1 , r ~ 
JI 1 :; J q 
JJ = JJ+J 
HJJ = H(JJ) 
l F (H .J J • 1; T • Z 1. ;:. ù) GOT 0 7 0 
~~UJ) = l(ka 
.i •• :: ~!' - 1 
Ge rOb 5 
7 0 l F ( .J • .. a. N) GaT a 8 5 
l J = JJ 
L :: 0 
C U IJ U l = J P 1 , N 
L = L" 1 
IJ :; 1..J+1-1 
1/ = H(I.J)/HJJ 
K J = l J 
00 75 K= l , N 
H(KJ.L) = H(KJ+L)-H(KJ'~V 
KJ = KJ+K 
75 GONTINUE 
~i ( 1 .J) = V 
l x HI N 
lXHIN 
l X HI N 
Z X HI N 
ZXHI N 
lXHIN 
l X HI N 
l X HI N 
Z X HI N 
lXHIN 
lX Hl N 
lX HI N 






l XHI N 
lx 111 N 
lX Hl N 
ZXHIN 





ZX Hl N 
Z X Hl N 
lX HL N 
ZXHIN 







. ..... --,.. . _~ 
90 
CONT l ' lE 
CONTINU~ iF·- (ÏR~EQ. · tH 
1ER = 129 
GO Ta 9000 95 ITN -·;; ·· 0 -·· ---
OF = -ONE 
GO ta 95 
! c 
1--"-'- -100 LINK = 1 
. GO Ta 280 
! 105 CONTINUE 
-·- ··C·- - -- ---- ..... -
IF (lFN.GE.MAXFN' GO Ta 240 
ITN = ITNH 
- o"i)" HO' l;i~N 
.. Hl) = -WCIG+I) 
110 GONTHIUl 






IF UR.LT.N' GO TC 140 
GO) = WU) 
. IF · '( N • G T • ï) GOT a 11 5 
weu = IodU/H(1) 
GO Ta 140 
115 .LI = 1 
o a 1 2 5 1 = 2 , t·1 
IJ = Il 
U. = Il+! 
V = H(!) 
11'11 = 1-1 
DO l20 J=1,IH1 
r.VALUAfE GRAOIENT WUG+!),I=l, ••• ,N 
· BEG Ï N 1 tERÂT lON L OOP 
ZXMIN 
ZXHIN Z xMl ij -'.'-."--'. 
IXHl N 






2><HI H --- --
ZXHI N 
ZXHIN Z)( HI N .. --.. 
Z)( HI N 
ZXHIN 
· - btTER~tNE SlARCH DIRECTloN ~ 
SV SOLVING H'W = -G WHERE 
- . ·- 2)( HI"N· - .. - -- --
H = L~O~L-TPANSPOS[ 
N .('). 1 
N • GT. 1 





IXHIN lx HI N --- ----- . 
ZXH1N 
ZXHIN 
lX Hl N ... 
ZXHI N 




Z XHI N 







IJ = IJ+l 
,,= IJ-H(IJ,I,'W(J, 
120 CONTINUE 
GCI) ' : V 
101(1) = V 
125 CONTINUE 
loi (N) = loi (N)/H<II) 
JJ = Il 
NH1 = N-1 
GO 13~ NJ=1,NHl 
J = N-NJ 
•. JF 1 = J .. t 
JJ = JJ-JP1 
V = H(J'/H(JJ) 
IJ = JJ 
00 130 I=JP1,N 
lJ = IJ+I-1 
V = V-H<IJ)·W(I) 
1 30 C OtH 1 NUE 
H(J' = V 
135 CONTINUE 
iï+' Ô REL x=---zFlfO ' 
GS 0 = Z f • C 
00 1'+5 ~ t,N 
- ... .. --- , . W ( Ï S .. l)~ loi (t ) 
SOLVE (O·LT'-Z = W WHER~ 
lT = l-TPANSfOSE 
J= t~-1,N-2, ••• ,1 
OETEkHlNE STEP lENGTH ALPHA 
OlFF = ABSOHI"/AHAX1(ABS(X(I'),AX' 
RE:.LX = AHAXl (RELX,OIFF) 




























1 XML N 




zx HI N ' 
IXHIN 
. , . ... r 
-0 
~ 
i 1-'- c 
1 
lF (ff.L)c.tQ.Zfl; O) [, ~1 TO 21.,; 
AEPS = ËPS/RELX 
1[1{ :. 130 
IF (GSO.G[.ZE~' O) GO TU 245 
IF IOF.EQ.ZERO) GO TO ?4~ 
1ER = 0 
ALPHA = (-OF-OF)/GSIl 
iF (ALPHA.lE.ZEhO) ~LPHA = ONE 
ALPHA = AMIN1<ALPHA ,orlE' 
I F n LJ 1 F F • E Q • n A L P HA:: t. r·t A )( 1 ( P 1 , A L P HA) 
FF :: F ' 
lOT = lEt- a 
JNT = 0 
150 -'.F CIFN.GI:..HAXFN) GO Ta 240 
DO 1~5 I=l,N 
W(I, :: X(I) +ALPHt."h(lS +1) 
15~ CONT1NU( 
CALl FU~LT(tI,H,Fl) 
IFN = lFN+l 
IF (F1.Gl.F) GO TO 160 
F? = F 
TOT:: TOitALPHA 
1601ER:: 0 
F :: Fi 
DO 11:.5 I::l,N 
XCU :: H(!) 
1 6 5 C ° rH l NUE. 
IF (JNT-U 170, zoo, zo~ 
170 IF (lFN.GE..HAXFN' GO TO ZI.,O 
Où 175 I::l,N 
IH1) = X(ll +ALPHA'i' IHl~+!) 
175 CONT l NUE 
CALL FUNCT(N,H,Fl' 







































IF (Fl.GE.F) GO TO 205 
IF (Fl+F2.GE.F+F .AND. SE\lEN.F1+FIVl·F2.GT.TWELVE-F) JNT = 2 
TOT = If DT tALPHA 
ALPHA: AlPHAtAlPHA 
GO TO 160 
160 COtHINUE 
1 F (F. E a • F F • AND. 1 DI F F • [Q • 2 • AND. t\. El x • G T • 1: PS) Il R = 1 J 0 
l F (A L PH A • L T • A f PS, GOT a 2'+ 5 
IF (lFN.GE.H'\XFN) GO TO 240 
ALPHA = HALF·ALFHA 
UO 165 l=l,N 
~o/(l) = X(I)tALP~A·~H1S+U 
185 CONTINUE 
CALL FUNeT W,W,F2) 
IFN = IFN+l 
IF (F2.Gl.F' GO Ta 195 
TOT = T01+ALPHA 
1 [I ~ :: 0 
F = F2 
(JO 190 l=l,N 
X(I> = \oi<!) 
l<H CONTINU E 
(,0 TC; 2 00 
195 Z = 1-- 1 
l F (F t + F • G T • F 2 + F ? ) Z = 0 N l + HAL F. (F -F 1 ) 1 ( F .. F 1 - F 2 - F 2) 
Z = AI :AXUP1,la 
~LPHI. = Z" AL PHA 
JNT = l 
GO Ta l~1J 
200 IF (lOT.LT.A(PS) GO T O 2'-5 
205 ALPHA = ToT 
C S A V f nL 0 G k ALI E NT 










l)( Hl N 
Z x HI N 
l X Hl N 











Z X Hl N 
Z x Hl N 
ZXHIN 
lX 1'11 N 
Z X HI N 
lXMIN 
1 X Hl N 
lXHIN 
lXHt N 
Z XHI N 




HU) = HtIG+U 
210 CUNTlNUt: 
C EVAlU~T E GFACIENT IH.LG+l), 1=1, ••• ,N 
liNK =2 
GO TO 280 
215 1 F Cl F N • GE • H A X n~) GOT 0 2l.t a 
GYS = ZEf. C 
00 220 l=l,N 
GYS = GYS+w UG+J)' IHIS il) 
W(iGG+I'= WlI) 
220 CONTINUE 
OF = FF-F 
OGS :;: G't'$-GSO 
IF (oGS.LE..ZERO) GO Ta 105 
IF (GGS+JllPHf,4GSO.GT.IÇr.C) GO TO 2-'0 
C UPUATE HESS1A~ H US1~G 
C G 0 H PL E H E NT A H Y 0 F P F 0 F< t1 UL A 
SIG:;: ùNl:/G50 
If< = -If' 
CALl IXHJN(H,N,h,SlC;,G, l~,o,ZE.kO) 
go 22~ l=l,N 
GU) = H<IGtI)-WUGGtI) 
225 CONT 1 IIIUf 
SIG:;: ONl/(AlPHA·DGS) 
IR :: -If· 
CALl ZXHJN(H,N,G,~IG,~,lR,O,ltRO) 
GO TO lOS 
C UPDAiF HES~IAN USING 
C OFP Ford1UlA 
230 Il :;: ~lFH~/(OGS-AlPHA·GSO) 
SIG = -Il 
GALL ZXHJtHH,N,W,~~G,G,H ,O,fEPS) 
1 = 0 GS.If l Z - 0 NE 
(j 0 2 J ~ r = 1 , ~I 









































2 3 5 CON T l N U ~ . 
SIG = ONf / (ll~OGS: ( ' GS) 
CALL lX~JN(H,N,r"SIG,W,l~,O,l[RO) 
GO TO 105 
240 IE~. = 131 
GO TU 250 
245 IF (lCIFF.EO.2) GO TO 2~O 
, 
~DlFF = 2 
GO Ta 100 
250 1 F ( Il f.\ • I~l • 1)' GU'" 0 2 5 5 
iF (~fLX.LE.tPS) GO TO 255 
GO TO 100 
255 GNI~H = ZEfiQ 
00 260 l=l,N 
G(1) = H(lG+1) 
GNf.t-f = GNR~.GlI)"G(l) 
2&0 CONT1NUl 
GNR~ = SQ~t(GN~H) 
loi (1) = G Nf. 1'1 
H(2) = IF"-
~'A X F N F U ti C T 1 U~ l V AL UA T IONS 
CHANGE Ta ClNTRAL DIFFERENCES 
t1 0 V E Gk A 0 Il NT T 0 GAN 0 RI:: r UR N 
W(3~ = -~LOGIO(AHAX1(~EPS,RELX') 
C COt1PUTl H = L·O·L-T~ANSFOSf 
IF (N. t:. Q. 1) GO Ta 9000 
NP1 = N.l 
NH1 = N-l 
JJ = U"-(NPt»/2 
DO 275 'JB=1,NHl 
JPl = NPI-J8 
JJ = JJ-JPl 
HJJ = H(JJ) 
IJ = JJ 
1 X Hl. N 
lX Hl N 
lXHIN 
1 XHI N 
lX HIN 
lXH1 N 





Z XHI N 
l X Hl. N 
lXHI N 
ZXHIN 
l XHI N 
Z)( Ml N 
l X Hl N 
ZXHIN 




Z XHI N 







lX Hl N 




L = 0 
OU 270 I=JP1,N 
L = L + 1 
IJ =' IJ+I-l 
V = H{JJ).1iHJJ 
K J ::: 1 J 
DO 265 K=I,N 
H(KJ+L' = H(I<J+LttH(KJ'.V 
KJ = KJ+K 
265 CONTINUf 
H(}J) = V 
270 CONTINUE 
HJ.j = H (J J, 
275 (OtHltlU f 
GO Ta goOO 





2/jO IF (}[ilFF.f:().?) Gn TO ?~O 
00 ?b~ I=l,"J 
l = H H" A ~ A X l (fi f1 ~ ()( (1 , ) , A x, 
lZ = x(!, 
X(I) = 7l+1 
CAL L F t.: ~. C T (1 ~ , '1( , F 1 , 
1111G+1' = IF1-1=')/Z 
X(l' : I7 
285 CONTlf'.Ur:: 
.i F N = 1 Ft. + N 
GOT 0 1 l 0:', ? 15 ), L l t~ 1( 
2g0 DO ?y~ l=l,r~ 
l = HH.AHAX1(1.t.iS(X(J»,AX) 
Il = xII' 
X(11 = Z7+7 
F 0 h. WA r: leI F Ft. PENe ES 
GRA"'l t.t-.T = H(lG+-I), 1=1, ••• ,q 
C E t~ T R li L [1 F F l ~ E NC ES 
l>~ArI ENl = W( lG +1', l=l, ••• ,N 
ZXMIN 
ZXMI N 
l X Ml N 
l X Ml N 
lXMIN 
Z X MI N 
l x Hl N 
Z)( HI N 
lXMIN 
Z X Hl N 
ZXHIN 
Z X Ml N 
lXMlN 
Z X Ml N 
l X Ml N 
Z x Ml N 
lXHIN 
l X Ml N 
IXMI N 








l X Hl N 
lXHIN 
l XML N 
IX Hl N 
l X Hl N 
Z X Ml N 




x(l) = Zl-l 
~All FUNCT(N,X,F2' 
W(lG+l) = (F1-F2)/(l+Z> 
xU, = Zl 
295 CürHINU[ 
lFN = IFt;t-Nt-N 
GO TO (105,215), llNK 
9000 C OtH l t;U E 
lF (H.R.Nl.O) CAlL UEf<T::'1 (HR,oHZX"1IN , 









Z XHI N 
Z X Hl N 
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USA GE 
ANNEXE C 
Listage du sous-programme DCADRE utilisé 
pour l'évaluation des intégrales 
- NUHE~ICAL INTEGRATION OF A FUNCTION USIHG 





- FUNCTION OCAD~E (F,A,B,AERR,RE.R~,ERROF.,IER' DCADRE 
--- - - - -- --- - - - Oé-AO~E-
ARGUHENTS DCAD~E - ESTIMATE OF THf INTEGRAL OF F(X' FROH A TO B. DCAORE 
(OUTPUT'. DGAORE 
F - A - ~I~~LE-ARGUHËNT RtAl~UNeTXO~ SUBPROG~AH OCAO~E 
SUPPLIECi BY THE USER. UNPUT' OCADRE 
F HUST BE DECLARED EXTERNAl IN THE DCADRE 
-- -- - -- ---- ----- --- ---- -- -- CALL! NG -l>ROGDAM-~ ---- -- ----- - - ---ll-cADRE 
A,a - THE TWO ENDP01NTS OF T~E INTE~VAL OF DCADRE 
INTEGRATION. (INPUT' OCADRE 
AEPR - DESI~tO ABSOLUtE ËRROR I"NtHÉ ANSWE~. <INPUT, DClUlU: ---
RERR - DESIREO RELATIVE ERROR IN THE ANSWER. (INPUT' DCA;)~t 
ERROR - ESTIHATED BOUND ON THE ABSOlUTE ERROR OF DCADRE 
-- --- ------ - - - ---- ----- --- -THE-- aüt PÛt -NUHBER,- CCAoRE. --- to ufpùf' - --- OCAORE _ 
lEP - EkRŒ PARAHETEP. (OUTPUT' DCADRE 
WARNING ERROR(WITH FIX' OCADRE 
IE. ... -: b5 iHPLI ES THAT OHE -OP MORE b -CÀORE -
SINGULAKITIES WE.RE SUGCESSFUlLY HANOLED. DCADRE. 
---c- .. 1ER = 66 IHFL(ES THAT,-YNSOHE- ·-
--~~-_._._--_._--
-- .-- --- ·SUBI NTERVAC-TS) ;-··THÊ - EsrIHAtË-·OF THE C 
C 
C 




INTE.GF<AL HDS ACCEPTEO HERELY BECAUSr: THE 
ESTIHATED ERReR HAS SHAll, EVEN THOUGH NO 
f< E GUl-AR . Bl HÂvToF - WAS R EC OGNI ZEO. 
T ER MI NAL ERR OR 
IfF = 131 INOICATES F~ILUREDUE TO 
_._----------- -






IE~. = 132 IN~lCATES FAILURE DUE TO 
TaO HUGH NOISE IN THE. FUNCTION (RELATIV~ 
TO THE GIV~~ ERkO~ REQUIREHENTS' OR 
DUE Ta AN !LL-Bt:HAVED INTEGRAND. 
.. -. ·c-----·- ---.--.... --.- .  -.-----.-_.-. IF.~ = 133 INorCATES TfiAT ~EFR IS GREATf.I': 




~ER~ lS TOO SHALL FOR THE PRECISION OF 
THE HA G H 1 NE • 
C PRECISION/HARCWARE - SINGLE AND DOu8LE/HJ2 
C - SINGLE/HJ6,HLt8,H60 





REQO. H,SL f;.OUTINES - UERT~T,UGET10 
NOTATIû~ 
C 














- IhFO~HATION ON spttIAC ·NOTATION ANa 
CONVENTIONS YS AVAILABLE IN THE HANUAL 
INT~OOUCT!O~ Ok T~kC~GH IHSL kOUTINl UHELP 
OCAORE CAN, IN H .~NY CASfS, HANOLE JUHP 
DISCONTlt--UITH.S. St:E OOCUHENT REFERENCE FOR FULL DETAIL$ • . - . . . . - ... .. . ----.- .. --..... . 
THE R€LATlvE ERROR PAP.AMLTlR RERR HUST BE IN THE 
INTERVAL (0.0,0.1) INCLUSIYELY. FOR EXAHPLE, 
- RfRR-: O;l-tNblCATËS -THlTIHË~"SrIHATE or: · THE . . 
INTEGRAL IS TO BE. COP~ECT TO ONE DIGIT, ~HEREAS 
REFF : .0001 CALLS FOR FOUR OIGITS OF ACCURACY. 
IF OCAORE GETEf'-HINES THAT T-HE RELATIVE ACCURAC'f 
ERRA = ABS lAt.~r<-1 





































STEFHN = lENGTH/(TMO·a~XSTGE) 
-- ·-- --·-· STEfNH;- -AHAXi·'LÉNGTH,AE:S (A' ,ABS (S), "TEN 
.. - . ë - - .-
C 
STAGE. = HAlF 
1 ST AGE = 1 
F NS 1 Z E = Z EP 0 
PREVER = ZERO 
kEGlAf\ = .FALSE. 
BEG = A 
F BE G = ·f C BEG ). HA[F~ ·-
TS(1) = FBEG 
1 BE G = 1 EDH = a -----.- .-.... 
FENl = FlEoN)-HALF 
T5(2) = FE.ND 
1 EN C = 2 
5 RIGHT = .FAlSE. 
: C 1----------·· .. - .- . - .. .... . - .- .. . 
i C 
10 STEP = EON - SEG 
A5TEP = ABSCSTEP) 
THE GT~EN INTERvAL OF INTEGRATION 
IS THE FI~ST INTERVAL CONSIDERED. 
INVESTIGATIOt- OF 'A PARTICULAF< 
SUBINTE~VÀL 9rGINS AT THIs POINT. 
~--- 1 F CAS TEP • L T. ST f fi M-NT GO - T a 205 
HRERR = STtPNH+ASTEP 
IF CHRER~ .E.o. ST~PNH) GO Ta 205 
,--_ . . - -Tl1,l-;-- ;; --F8ËG ·" FENO 
lABS = ABSCFBEG) + AB~(FEND) 
L = 1 ~--=--_ ... _--_.- - .. _- - _. 
N = t 
H 2C a t~ v = • FA L SE. 
, .. t5 - t~I-~~-L: ~.F.~L~E~ 
1 L = l + 1 



















OCAORE o CAORË . .. -.. _. 
OCADRE 
OCADRE 











~._---_ .. __ ._-_._-_._ . .. _.- . 
: C -. t ü.,--, ·; ;.- wHlëW"1 S BASEO ON -.N2- - + 1 
OCAORE 
o ë AD RÊ 
OCADRE 
1 _ _ - _ g ___ .. __ ... _ ... _ ...... _._. __ . E ours PACEO FOINTS. HlRE, N 2 r N- 2 = 2". (l - t ) • DCAORE 0 
.._ ------ (..~ 
1 
-~ 
N2 - N+N 
FN :: N2 
ISTEP - UEND - IBEG)/N 
l F Cl STE F • G T. 1) GOT 0 --25--- ---
Il :: IEND 
-DCAlrRr -- - - ~ 
OCAORE 
OCAORE 
-- - - - -- - ----- ---- -- ----- ------ - -- --- ----oëlOlIT 




HOVN - STEP/FN 
III - 1 END FI :: ONE -- - -





___ _ ________ JSU~l) =:r~ UI) 
TSUI1-U = F(lON -
Fi :: Fl+TWO 




_ __ --=l:...=ll = _ l!_I _- ~ __ _ 
Il :: :1-1 
20 CONTlt-.UE 
ISTEP = 2 
25 ISTEP2 :: IBEG • lSTEP/2 
SUH :: lD 0 
SUHABS = ZERO 
_ ç' g_~..Q _J =!? T_LP._?,I f: NQ II ST EP 
SUM :: SUH + T5(I) 
OCAORE 







- . - - - - - -- 1 
1 
.. 
SvMABS = SUHABS + ABS(TS(I» 
OCAORE 1 
OCADRE J 
-____ __ lJLJ;ONTINU~_ _ _ _______ __ _ 
,- Tel,1) = T(L-l,I'·Ht..LF. ~UH/FN 





N :: H2 
- ---- -C-- ------------.---- -
IT :: 1 
____ -Y.IN~ _ ~ ~T~ I:'·J CL, !_, 
TABTLM :: TABS·TEN 
G~ T P~[LIMINARY VALUE FOR JVINT. 
FRCM LAST TRAPElOI[ SUH AND UPDATE 
THl l ~~OR ~EQUIREHENT .ERGCAl. 
~ o~tHi~ -~UBINT~~~A~~ 






g g :g ~~- ------- j 
DCAORE , 1 
DCAORE _ -1 (; 
OCAORE ~ 
• -
. .. ---- - ... - . . ,-
F NSI ZE 
ERGL :: 








= ST A GE. AHA Xl ' -ERRA, Ef. RR· A-es (C URES T +VI NT» , 
COMPLfTE ROW LAND COLUHN 
ARRAY-
L OF *T. OCAORE ' 
OCAORE 
FEXTR-P =-'-ON'E - -, - "--- tfCAtifft --,--
00 35 I=l,LHl OCAORE 
FEXTkP = FEXT~P·FOUR OCAORE 
TU,l' = TeL,I' - TTl:':l ~l -) - '- --- " --------- ' - ----- ,,- - ,-- ------ - --fiCAO=R~E--~ 
Tel,I+l) :: T(l,I' • TlI,L'/(FEXTRF-ONE) OCAORE 
, 3~ __ Ç9!:!IJ):.jU~ _ _ ______ " , OCAORE 
C 
C 
ERRE~ :: ASTEP·A8S(T(1,L)' OCAORE 
----_. _---- ------ - ---'.--_ .- _._ - - -
FRELI~lNARY DECISION PPOCEDUFE 
1 F l :: 2 A NO T ( Z, l' = T ( 1 , 1) , 
G a '(0 ["35 - T a F al l a W U P THE 







--- -i"F'-- (L- • GT. Z' GO Ta - 't 0 
HR~RR :: TA8~+Pl·A85(T(1,2)) 





IF (Hf<.ER ... EO. TA8S) Gù TO 13~ 
--- -- - -Go t-ü- ïs - ------ ,-- ,- -- -- OCADRE 1 
-OCAOR:t --- ~ 
C 




CkCUlATt. NlXl RATIOS FOR OCAORE i 
COLUI'1N5 1, ••• ,L-Z OF T-TABLE OCAORE 
KATIO is SET Ta ZE~O IF OI~FE~ENCE ot~b~t 
IN LAST TWO ~NTRIES OF COLUHN IS OCADRE 
. .. - _. _- - -. -_ .. _ .,--_.- -- ' - ' _ .. A eOUT ZERO OCADRE 
40 00 45 l=2,LHl 
OlFF :: ZERO 
_ _ ,, !H,E~_K , ~ T AaI~~~t. as (T II -1, L) ) 
IF ( .. "ERR .NE. TA8TLH) OIFF :: T(}-l,LHU/T(I-l,U 
T(l-l,LHU :: OIFF 
45 CONTINU _E ___ __ _ _ _ _ 
IF (A8S(FCUF,-TC1,LH1)' .LE- . H2TOL) GO Ta t,o 
lF (J (1 ,LHl) .EO. ZERG) GO Ta S5 
_1 f _ ! fi e s (l ~ 0 ~ A. 8 S q ( 1 , l H 1) » • L T. J U H F TL) GOT a 1 3 0 
IF (L • E.O. 3) GO Ta 15 
H2CO~V :: .FAlSE. 















.. _ -- .... _-
Il IF UBSCCTlliLHU-T .Li,l-2»)/T(l,lHU) .ll. AITTOL) GOTO 75 
' 50 IF (~EGLAR) GO Ta 55 
IF CL .EO. '+) GO Ta 15 
HRER"- :: EP Gl +EPR EF 1, -,---.-- - . . ,-.- -- .. - " 
55 IF (E"RER .GT. ERGOAL .AND. HREF<.R .NE. fRGU GO Ta 175 
GO TO 1'+5 
\._. _  C,,_____ ' __ '0 ____ . _ 0 CAUTll"US kOH8~RG EXTRAPOLATICN 
&0 IF CH2CONV) GO Ta 65 
AITKEN = .FALSE. 
HZCONV = .TRUE. 
&5 FEXTRP :: FOUP 
( 70 Il :: IT + 1 
VINT:: STlp·TCl,IT) 
, , __ !.~~~f.:. .. ~ .. AI:}SCST~P/(FEXTRP-.jNU·T (IT-1 ,l)' 
IF (EFREF .LE. EPGOAL) GG Ta 160 
HRER~. :: ER Gl +EFP. Er 
>-- IF CHf\ERR .Ea .. _ ~R.~~} G.O Ta 160 
( IF (Il .lO. lHU GO Ta 125 
IF CTCIT,lHU .EO. ZERO) GO Ta 70 
__ . ________ .Ii .... JTJ.l.l,~!1U . • I:-E. FEXTf\F) GO Ta l?S 
IF (ABSCT(lT,lHU/FOUR-FlXTRP)/FEX·RP .ll. AUTOL' 
1 FEXT~P :: F(XTKF-FCUR 
GO Ta 70 
C 
C 
INT~GrAND HAY HAVË' X •• ALPHA TYPE 




-C" RESUlTING IN A RATIO OF .SING· 244 (AlFHA + 1) 
75 IF CTU,lHU .LT. AITlOW) GO 
IF (AITKEN) GO Ta 80 
·---:'H':-::Z=-=C=-=O ti V :: -; FA[ S Ë ; -. 
AIT Kl N = • T RUE. 
__ _ , __ ~_Q.J.~ ~!.f:f __ : _ T. ( ,L~ 2_ ~ ~ Hl) 
TO 17 ' 
IF (FE.XT~P .GT. FOURPS) GO Ta 65 
IF CFEXTRP .lT. ~ITLOW) GO TO 175 



































OCAù RE 0 0-
\ SING = FrXTPp 
FEXT~l = ONE/(FEXTRP - O~l) 
AITeu z ZERO 
- .. .. -----_._-_. __ . __ .. _._ .. _ .. _-
DO 65 1=2,L 
AIT ( 1) = T ( 1 , 1) • (T (1 , 1 ) - T (l -1 , 1 , ) .. F E xT H 1 
R lI) = T ( 1 , 1 - Pu __ _____  
OIF(I' 2 AIT(I) - AlT(!-l) 
85 CONTINUE 
IT = 2 
-9Ô- ·VjNf- ~ -STfp·Aff(L. ) 
ERRER 2 ERRER-FEXTMl 
HRERR = ERGL+EFREP. 
IF (ERREJ\ .GT-:E"QGOAL- .AN(f . Hr:i.ER-R .NE. E"FGUGO 16·--95 
1ER = MAXO(IER,65' 
GO TO 160 
--- --- - _. -' 
95 l T : 1 T • 1 
IF nT .la. LM1) GO TO 125 
_--,"-I :.....F JIL_~~1l __ ~Q _J9 _.1.9° 
H2r~EXT = FOUR 
SINGNX = SING.SING 
100 IF (H2NEXT .LT. SINGNX) GO TO 105 
. _ . . _-._- ----_._--_ .. _-- -- ._. . ... . 
FEXTRP = SINGNX 
SINGNX = SINGNX.SINGNX 
GO TO 110 
105 FEXT~P = H2NEXT 
H2HEXT = FOUR·H2NE.XT 
11 o __ .ÇO _J ~ 5. ___ ~=i:r: d~ M 1 
Rn.U = ZERO 
HR. ER L = T AB TL H • A B S (0 l F (1 + 1 ) , 
IF (.,r-:ERR .NE. TA8TLH' Rn.u = OIFCI)/DIFCI.U !- -----115 C ONT 1 NU E -. -- --. - . - ._ ..... 
1 H2TFlX = -H2TOL-FEXTRP 
. IF (". CL) - FEXTPP .LT. t--ZTFEx, GO TO 125 
···-· _·-- - ÏF - · (Rëi.:.;i;.;.~EXTRP .LT.~2tFEX) GO"'O 125 
ERRE~ = ASTEP-ABSlOIF(L» 
'---_ FEXTt11 = O~ ~.{J_ ~~~TFP - CNE> 























































AIT(1) = AITn, • DiF(I1 à FE. XTHl 
DIFCI) = AIT CI' - AIiel-1) 
UI.. .. UK.t. 
DCAORE 
OCA(;RE 120 CONTI NU E 
--------- - _ .. . .. _.- .. - ._ .. 
GO TO 90 DCADRE 
CUF\RENT TRAPfZOIO SU~ AND RE5ULTING OCAORE 
EXTÇAPOLATEO VALUES 010 NOT GIVE OCAORE 
A SHALL ENCUGH ·ERFER4. OCAORE 
NOTF -- HAVING PREVER .Lf. ERFER OCAORE 
lS ~N ALHOST CERTAIN SIGN OF OCAORE 
8ÊG!NNINGTROUBlE WITH IN THE FUNC-oëÀORË 
TIaN VALUES. HENCE, A WATCH FOR, OCAORE 
A ND C ONTf. OL OF, NOl SE SHOULO OCAORE 
~EGIN HERE. OCAORE 
125 FEXTRP = AH.Xl(PREVER/EHŒR,AITlO~) DCAùRE 
. __ PREVH< = ERFJ;L . ____ . .. OCADRE 
IF (l .ll. 5) GO Ta 15 OCAORE 
IF (l-IT .GT. Z .AND. ISTAGE .lT. HXSTGE) GO Ta 170 OCADRE 
___ _ ~f}~~J :: .. J-.~!,E~I (FEXTRP++ 01 tXTBL-L ), DCAûRf 
HF<Ef1.R = ERGl +EJ:RET OCAORE 
IF ([~RET .GT. fFGOAL .ANO. Hf\Ef(R .NE. EP.GL' GO Ta 170 DCAORE 
GO Ta 15 OCAORE 
.---.. -- . . -. .. lNTE:G~AND HAS JUHP (SEE NOTES) OCAORE 
130 HRER~ = ERGL+ERRE~ 
. J.~ (E~gt.F .GT. EFGOAL .AND. HKE .1.R .NE. EF. GU GO Ta 110 




orFF = A8S(TU,l))'CFN+FN' 





-- --~ -- -._ . . _ . __ .- . 
C 
C 
---...Q_. __ ._ -_._- - _._--_ . . _- -
C 
C 
1 3 5 ~ l Rf! = ( FEN D - F 8 E G ) • nw 
INi(GrAND IS ST~AIGHT LINE DcAD~t 
TEST THIS ASSUHPTION 8V COHPARING DCAORE 
THE VALUE OF=' THE INTEGPlND AT DCAORE 
F='OUR 4RANOC~lV CHOSEN4 POI~TS HITH DCAORE 
THE V.AlUf OF THE STRAIG~T LINE OCAORE 
INTfRFOLATING THE INTEGRAND AT THE DCADRE 
iwo END POINTS OF THE SUB-INTERVAL.DCAORt . 
IF TEST IS PASSED, ACCEPT ·VINP' DCADRE 






FBËGZ = FBEG+FBEG 
00 140 1=1,4 
Dl FF = ABS (F (BE G +~~.i! l ~_~T E~) .:: _ F~E~2-R~.! ~ ~·~l_QfÊ! _ u 
HRERR = TABTlH+OLFF 
IFCHRERR .NE. TABTLH) GO TO 155 
CONTINUE. 
GO TO IbO 
- ----- - - --- -O-CAO RE 
OCAORE 
OCAORE 
--- -- ---OCA~ -- --
OCAORE 
OCAOItE 
- - DCÂoï:~E - -- -
NOIS( HAY BE OOHINANl FEATURE OCAORE 
__ .-L _ ___ _ _ ESTIHATE NOISE LEVEL BY COHP4RINGOCAORE 






145 SLOPl = (FENO-F8EG)·T WO 
FeEG2 = F8EG+F8EG 
FOUP ·RANOCHLY _CHOSEN4 POI~TS HITH OCAORE 
TH[ V~LUE OF THE STRAIGHT LINE OCAORE 
i NTn PCLATING THE INTEGRANO Al tHE OCAORE 
TWO f.NOPOINTS. IF SHAll ENOUGH, OCAORE 
ACC~PT_ ~V_!~T_~ __ _ _ _ ____ _ _ ___ ___ !lç~Q~~ ____ _ 
OCAORE 
__ ___ 1 ___ =-__ 1 _ __ _ __ _ _______ ___ ___ __ _ 
OCAORE 
OCAORE 
oCÂëfitE --- -- -- -150 OIFF = A6S(F(BEG+~N(I)·STEP. - FBEGZ-RN(I)4Sl0PE) 
155 E~RER = AHAX1(ERkE~,AST~P·OIFF) 
_ ___ HREfoU , = E~GL +ERREF 
IF (ERRER .GT. -ERGOAL .ANO. HR(,{R .Nt~- - iRGU GO TO 17S 





__ ~F __ !_ ~ _ ~J.~. It) GO TO 150 
l[R = 66 




160 CADRE. = CAOR_E • VINT 
ERRO~ = ERROR + EF~~R 
IF UUGH1) GO TO 165 
ISTAGE. = rSTAGE - 1 
iF - (fs T A GE • Ea. 0) GOT 0 2 Z 0 
REGLAI- = REGLSVUSTAG~) 
INTEkGKATION OVER CU~RfNT sue-
INTe'RV~l SUCCESSFUl 
AOC 'Vi~T~ -~6 -iij~i~R~~ AND .ERkER. 
T 0 ·l kF.Of _4 , THE N Sl T UP NEXT SUB-


















~ eEG = SEGIN(ISTAGE) 
1'--- - - EON =-- -FINI S (15T A GE) 
CURESl = CUREST - lST(ISTAGE+l) 
1 E N ( :: ISE G - 1 
--· ···---- -·-FEt·n-·;:··· fs-n -ËNO) 
IBEG = IBEGSCISTAGE) 
GO TO 180 
---1- 6-S--='CURE5 ,,---;·C UR EST . --VI NT 
STAGE = STAGE+STAGE 
IENo = IBEG 
lSEG -;ïè·ÊGs-nSTAGE) 
LON = BEG 
BEG = BEGIN(ISTAGE) 
--·FEN-C-=;·- FBEG -- . .. 
F BE G = T S U BEG) 
GO Ta 5 
+ Vi Ni 
C 
C 
C C---- ---·----··- --- .-. 
INTEGP~TION CVER CU~FENT SUBINTEk~AL 
l S UN SUCCESSFUL. HARK SUBI ~T~F\lAL 
FOR FURTHlR SUBDIVISION. SET UP 
·NË-XT SUBINTERVAL. 
170 REGLAR = .TRUE. 
175 IF (ISlAG!:: .Ea. HXSTGE) GO TO 205 
-·------ ---r;:- cRTG-HT-; GO -ta teS .-
REGLSVeISTAGE+1' = REGLAP. 
BEGINCISTAGE) :: BEG 
---- ---1 BEGSÜ:STAGE;- ; Ii3ËG 
STAGE. :: STAGE.H~LF 
180 RIGHT :: .TRUE. 
- _ .. - ~ 
BEG = CBlG+EoN)·HALF 
I8EG:: ClBEG+IEt--o'/2 
TSCI6E.G) :: TSeIBEG'-HALF 
FBEG = TSUBEG) --- .. ----- -
GO Ta 10 
I le 5 N NL E F T z l B f G - l BEG S Cl ST AGE' 1- -- --·- -- ---.. -- ----.-.--. -- -... - ... -.- -. ... - -.. 
. . IF (lENO+NNLEFT .GE. HAX1S) GO TO 200 
III :: IBEGSCISTAGr, 
Il = IENO 









































00 l<fo- T;:-II,I BEG 
Il = Il .. 1 
! T S (! 1) = TS (1 , 
1 · -- . -190-CONTUWE- -. - --- --
00 195 I=lB~G,lI 
TSCI11' = TSH, III = Ill" 1 - - -- ·--------- ··- --·- - --- ·--- ----- ---- .- ---- - .. ----
19S CONTINU E 
lENO = IE.~O .. 1 
--" _ .. - -- -- - ._-_. 
IBEG = IE~O - NNLEFT 
FEN( = F8EG 
FBEG = TS(IBEG) 
FI NI S (l ST A GE ) - ='- E-ON 
lON = BEG 
BE.G = BEGINCISTAGE' 
" . _ _ .• __ 0 __ • • • • _. __ _ • 
8EGl~USTAGe:) = EON 
R.E.GLSVCISTAGE) = FEGLAR 
"- lSTAGl = ISTAG~ ~. __ 
REGLA~ : REGLSVeISTAGE' 
e: S T Cl ~ TA GE' = V l NT 
C UR EST = C LR EST .. (S T CI ST AGE) 
GO TO S 
--






























OCADRE - ' 
200 l~R o=: . 13~ _ . 
GO TC 215 
205 1ER = 132 
____ GO TO 2 !~ _______ ____ _ 
210 1ER = 133 
215 CADRl = CUREST .. VINT 
______ _ 22 Q. DCA DBJ_. =: _ ~ ~_Q ~~ __ __ _ 
9000 CONTINUE 
T!ON PI'08LP1 
IF HlR .NE.. 0' CALL UE f-<.TST llER,6HOCADf\E' 













IE~ = 66 IMFLIES THAT, IN SOME OCAORE 
SL'81 -NTERVAi.(S)~ - 'tHE -- ESTIHATE-- OF THE - O-CAO-RE --
II'4TE.Gf.AL HDS ACCEFTED HERELY BECAUSê: THE DCAURE 
ESTIHATED E~RCR WAS SHALL, EVEN THOUGH NO OCAORE 
~ E GULÂRBl HA V Ibt< - ~AS R EC OGNI ZEO. - - - ïjCÂ-t)l~l----













. . - - --_ .. ----
C 
TERt11NAL ERROR OCAORE 
I~F = 131 IN~ICATES F~lLURE DUE TO DCAORE 
-- 1 },isïJFFÏëiË Nt- INTEt..NfC- WORKli'.-G S TOPAtE~--- OCADRE 
Il~ = 132 IN~IÇATES FAILURE DUE TO OCAORE 
100 HUCH NO~S[ IN THl FUNCTION (RELATIVE DCAORE 
TO THE GIVF~ ER~OR REduIREMENTSt OR OtAORE 
DUE Ta AN !lL-8tHAVEO INTlGRANO. OCADRE 
If.~ = 133 IN(lICATES TfiAT f'nR IS GREATER DCAORE 
TH-AN - O.l, -b .... ~E R ~ IS LtSS THAN- ïj.ù~ OFf - --oCA-ORt----
~ER~ 1S TaO SMAlL FOR THE PRECISION OF OCADRE 
T HE MACH 1 NE. DCADRE 
C PRECISION/HARDWARE - SINGLE AND DOU8LE/H32 
bCAORE 
OCAORE 
DCADRE C - SINGLE/H36,HI+8,H60 C -. ----.- - - ------ - ---- --- ----- - --- --- -- -



















REao. lt1SL f\OUTINfS - UE~T~T,UGE.TIO OCAORE 
DCADRE 
NOTATIOt-4 - II'4FO~HATION ON SPlCIAL NOTATION AND OCAORE 
CONVENTIONS IS AVAILABLE IN THE HANUAL OCAORE 
INT~ODUCT!O~ Ok T~kC~GH I~SL kourINE UHElP DCADRE 
-- - --- - -- --- -- ----- - ----- ------ ------- -- ------n-CAORE- --
RE MAR I<S 1. DCADRE (AN, IN MANY CASfS, HANDlE JUHP DCAORE 
DISCONTI~UlTIt:.S. StE DOCUNENT ~EFERt:NCE FOR FULL DCAORE 
---- -bETAiL~. -. - - OCADRE 
2. THE R~LAT1VE E ~ ROR PA~AMLT~R ~ER~ MUST BE IN THE DCAORE 
l NT ER V AL «o. 0, a • 1) 1 N CL US 1 V ELY. F OR E x A HP LE, DCA 0 RE 
--kERR-=- o~T INbiè-ATËS THAl Tiit- -fSr fHATE OF---THE - - - - - -O-C"AIJRE --- --
lNlEGRAL lS TO BE COf~t:CT TO ONE DIGIT, ~HEREAS DCADRE 
RER~ = .0001 CALLS FOR FOUR DIGITS OF ACCURACY. OCADRE 




7- C KEaU1REHENfS--CANNOY'BESATISFIlO, 1ER IS SET Ta OCAORE 
i C 133 (RE RR SH CUL 0 BE L AR GE. E NOUGH TH AT, WHEN A OOEO OC AORE 
: C TO 100.0 THt F-ESULT IS A t-;UHBEf; GREATER THAN OCAORE 1 __ _ ___ ___ __ . _______ __ __ ____ .. 1 --- - - - - - .. - - - -- - - - - .- -- - ________ _______ _ 
C 100.0). OCADRE 
C 3. THE ABSOLUT~ ER~O~ PARAMETER, A~RR, SHOULO BE NON- OCADRE 
'> C NEGATIVE. IN ORqf::.!LIQ_g~t. __ _ ~_ ~~~_~_QNAB~~ _ ~~~!J~ __ !..Q~ ___ OCAORE 
( C AERR, lHE USEE MUST KNOW THE APfJROXIMATE MAGNITUDE DCAORE 
C OF THE INTEGkAL BEING COMPUTlO. IN MANY CASES IT IS OCADRE 
C SAT1SFJoCTORY Ta USE AE~R : 0.0. IN THIS CASE, ONLY OCAORE 
---c -------- '-- --T'HÊ-R-ËlATiv( ERROR KëaUI~Et1ENl' - Is sAl'isFIEO IN THE -- --o-cAokr 
C COHPUTATIOf\. OCADRE 
C 4t. EVEN HHEh lE"- 15 NOT EaUAL TO 0, OCAORE RETURNS THE OCAORE 
C BESf EsTÏHATt:. THAT - HAS Bt.é.N- CO..,PUTEO.-- ----- éfC-ADR=-E- -- l 
C QUOTING FRCM THE DOCUMENT REFERENCE- A VERY CAUTIOUS OCAORE 
C HAN HOULL ACCtP1 ùCAC· RE OhLY IF rER IS 0 OR 65. THE OCADRt: 
-----c- ---- - - ~ÊRELY~EASONA8LE HAN WOJLO KEEP -THE FAITH -EVEN IF - OCADRE 
C 1ER IS ~6. THE AOVENTU~CuS HAN IS aUITE OFTEN RIGHT OCACJRE 
C IN ACCEPTING LCAORE EVEN ~F 1Ek IS - 131 OR 132. -OCAORE 
C 5. OCAOF:E HAY--~Ê1LJRN - W~ÔNG -A N5WÈRS -1 F F HAS ---A -PER10ofC- -- --- OCAl>RE---
C FACTOk WITH HIGH FREQUENCY AND THE INTERVAL (A,B) OCAORE 
C CONTA1NS AN INTEGRAL NUMBER OF PERIOOS. IN THIS CASE OCAORE 
C - THE - EASÏEst FI x lS TO ' CIV IGE -1 HE INTERVA1: -INra -Two - - ---- o-CAO-RE- -
C SUBINTEf.VALS (A,C) AND (C,H) SUCH THAl NEITHER OCAORE 
C CONTAINS AN INTEGRAL NU~Bé~ OF PERIOOS (PICK C AT DCAOR~ 
C RANDOt1>;ANb- c.j~Lf-- btj~ oJ.:t' '' T-b- -ï NTEGRA-rE- -OVER-tA-CH----- - -- OC-'-l""O=R--E--
C SUB 1 NTH_ VA L. OCAORE 
C OCAORE 
C cü-pvkiGhT - - 1976 Bv IHSL, INC. ALL RIGHTS RESE~VEL. OCAORE 
C DCAORE 
C WAfd~ANTY - IHSL ,AkRANTS CNLY THAT IHSL TESTING HAS BEEN OCAORE 
---oc ------ A FFi.- rE 0- ià T HI S CObE ~ Nà - OT HËR -wARRANtv ; - - - DCAO~--
C EXP ~ E 5 SEO 0 F, l l'! PLI E C , l SAP PLI CAB LE. 0 CAO R E 
C OCADRE 
----c -.::.:.-~---:;::;~---:; ~~-:.;~~~~.~~-.;: ~' -- ___ o. __ " ___ ____ .:.._ -_____ -_~.: ...... __ ---~.:.-~· :,··~:·~,:oCAORÊ - ---
C 
REAL FUNCTION OCAO~E (F,t,B,AERR,R~R~,ER~CR,lER) 
--c - ------- --------- - -- -- - - - SPE ci FI CATi bfo.s FOfCARGUHENTS 
OCAORE 
OCADRE 
ôClORË- -- '"" 
'"" ( -l 
ANNEXE D 
Equation de SchrOdinger dans le système de coordonnées 
du centre de masse et coordonnées relatives 
Il s'agit d'exprimer l'équation (5.5) dans le système de 
coordonnées du centre de masse et coordonnées relatives 
-R1 = (X1-X'Y1-Y,Z1-Z) = (X 1 ,Y 1 ,Z1) (D. 1 ) 
--R2 = (x::z-X ,Y::z-Y ,z::z-Z) = (X::z,Y::z,Z ::z ) <D.2 ) 
-> 1 
U = (MX+mx1+mx::z,MY+mY1+mY::z,MZ+mz1+mz::z) <D. 3 ) 
M+2m 
<D.4) d dU .. ~ d-X 1 ~ ~X::z t;:) 
= - + + 







1\.. i' Qli 
Oe 1 a même manl ère on cal cul e -~ et -, ai nsi JY aZl-
~R =(-M Jt[ al 
+ 2m) ~u: az' J-JU~ 
22 41. d'" 
+- +--
JX~ 4Y~ dZ~ 
(0.6) 
et 
+ 2 + 2 
+ 2 (D.7) 
116 
l 
De la " 4
1 1l. 
même manière on calcule et 
-L' ainsi 3/1 Î Z 1 
=(M m J r i 'i 12 dl. ~z. f ] ~1 + + + - + -- + 2m _ 4U: d~ Ju~ ~ x~ 2. Jz~ + dY1 
2~M m 2m)~ U~·Jx • J1- ~2 J + + + (0.8) + d u)o,Jy 1 J Uz :l Z1 
Le "- calcul donne même 
=(M m H Î" ~2- ]. . ~1 f ~2. ] q 6.2 + +- +- + --+ + 2m dU: dU~ dU: ?x~ JY~ ~z; 
2(M m 2m)[/U"1~X2 4< ~2 ] + + + (D.9) + J UY~Y2 ~ UZ 4Z 2 
Utilisant <D. 6) , <D.8) et (D.9) 
LM+:m>h 
2m 1 [ ~2 1. 1 + _1 [61 + 62]= '4 "---- L:::. R + + -
M m (M+2m)Z, 1u:: JU~ 
+ 4
2 1 (1 
dU: +-; 
+ :) ~R' +( ~ + ~ )6R2 
2 j2 ~2 i 
+- + + 
M 'Jx 1 ~X2 '4Y 1 4Y2 2Z14 Z2 
1 (-; -: )(~. + 6R2) 2 = 6c + + +- VR1 \lR2 M + 2m M (D.I0) 
où c est relatif au centre de masse 
Uti lisant <D.I0) 
117 
111 
Devient en posant + = 




VR1 \lR2 (D.l1> 
2(M+2m) 
En portant cette relation dans (4.4) on trouve l'équation (4.6) 
